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序 
O 王 能 起 


“3N 十 1 之 证 ”的 无 限 魅 力 令 人 陶醉 ， 

这 个 全 的 含义 连 小 学 生 都 能 领会 . 一 个 自然 数 N. TARE 
BP RL RH ARAN, EN 3b 48 # ny HERA, BZ 
RN, ASTHRRH SE RA 3 再 加 上 1S 

_ 人 Not, 车 Je 为 但 数 
dar EN ATK 
我 们 称 这 种 加 工 手 续 为 3N + 1 法则 . RA RA N, 依然 是 个 
自然 教 ,因而 可 将 它 再 依 3N 十 1 法 则 进行 加 工 , 进 一 步 获 得 新 的 
BREAN, 如 此 反复 地 做 下 去 , 即 可 将 所 给 N, 演化 成 一 个 自然 
数 序列 
NosNi, Nas wy Nini Nase 

这 种 演化 过 程 淄 中洲 藏 着 什么 样 的 规律 性 呢 ? . 

MERR—-+ A RA ib k 11 进行 试验 . 注意 到 这 是 
个 奇数 ,将 它 衫 以 3 再 加 上 1, 得 34534 是 个 偶数 ,将 它 除 以 2 得 
173 继 续 薪 以 3 再 加 上 1 得 52, 除 2 得 26, 再 除 2 得 13， 如 此 反复 
地 做 下 去 ,站 果 生 成 如 下 自然 数 序列 : 

1 一 34 一 17 一 52 一 26 
一 13 一 40 一 20 一 10 一 5 
一 16 一 8 一 4 一 2 一 1 
这 样 最 终 获 得 的 结果 是 最 基本 的 自然 教 1. 

这 仅仅 是 偶然 的 巧 含 吗 ? 人 们 做 了 许多 实验 ,发 现 都 于 从 这 个 
规律 ， 据 报道 , 忆 本 学 者 米田 信 夫 曾经 检验 过 一 万 亿 之 内 的 所 有 
自然 数 , 发 现 3N 十 1 猜想 全 都 成 立 ,无 一 合 外， 

任何 自然 数 , 依 3N 十 1 法 则 进行 加 工 , 最 终 都 演化 成 自然 数 

ed. 


1, 这 就 是 所 谓 3N + 1 猜想 . 

3N 十 1 猜想 引起 人 们 广泛 的 关注 .在 小 学 生 们 看 来 ,这 是 个 
镜 有 趣味 的 数学 游戏 ;可 在 大 数学 家 们 的 眼 里 , 它 却 是 个 高 难度 的 
数学 猜想 ,就 像 费 马 猜 想 、 哥 德 巴 赫 狂 想 那 样 . 

在 最 近 的 半 个 多 世纪 内 ,多 少 人 为 之 绞 尽 脑汁 ,试图 破解 3N 
十 1 之 迹 , 但 至 今 仍 未 获得 令 人 满意 的 答案 .大 数学 家 爱 尔 特 硕 
万 般 无 秦 地 说 ,数学 还 没有 成 热 到 足以 解决 这 样 的 问题 ! 

为 什么 会 有 这 种 “万 数 归 一 ”的 奇异 现象 呢 ? 

谁 都 知道 ,任何 自然 数 都 是 由 单位 数 的 1 票 加 生成 的 ,因此 只 
要 逐次 注 1, 总 可 以 使 它们 再 回归 到 数 1， 不 过 这 种 做 法 是 如 此 地 
平 渍 ,没有 任何 趣味 可 言 ， 

人 们 喜爱 跌 荡 起 优 、 变 幻 英 测 的 演化 过 程 . 

设 特 自然 数 区 分 为 奇数 与 偶数 两 大 类 ,并 采取 “奇数 偶 化 、 偶 
数 硒 化 ”的 交替 转化 策略 : 

如 果 所 给 的 是 个 偶数 ,就 反复 地 除 以 2 将 它 转化 成 奇数 ; 

如 果 所 给 的 是 个 奇数 ,就 冬 3 加 1 将 它 转 化 为 偶数 . 

显然 ;所谓 3N 十 1 法 则 就 是 这 两 种 转化 策略 的 综合 . 3N + 1 
niall) 


O- ee © 


| 偶数 奇 化 | 
这 种 演化 过 程 的 最 终结 果 会 是 什么 呢 ? 
由 于 任何 自然 数 都 是 由 数 1 累加 生成 的 ,因而 数 1 在 自然 数 
“I. 


中 当 据 特殊 的 地 位 , 它 是 一 切 自然 数 的 “妈祖”, 在 这 个 意义 上 可 称 
之 为 原生 数 . 

我 们 将 除 1 以 外 的 所 有 自然 数 划 分 为 奇数 与 偶数 两 大 类 ， 很 
明 显 , 和 如果 友 到 奇数 就 化 为 偶数 , 碰 到 偶数 就 化 为 奇数 ,这 样 反复 
演化 的 最 终结 果 当 然 既 不 是 奇数 ,也 不 会 是 偶数 ,而 只 能 是 原生 教 
1. 

可 见 3N 十 1 猜想 的 提出 是 很 自然 的 

问题 在 手 ,对 于 任 给 自然 数 No. k 3N 十 1 法 则 将 它 变 成 原生 
KL ,这 个 加 工 过 程 一 定 能 在 有 限 步 内 究 成 吗 ? 

REC KERR SHES MIKE Behe 3N 十 1 
猜想 这 个 数学 难题 宣 臧 ， 多 年 来 ,他 不 计 名 利 , 不 要 艰险 , 孜 玫 不 
倦 地 从 事 这 项 探索 ,并 已 取得 了 一 系列 可 喜 的 成 绩 ， 本 书 就 是 在 
总 结 前 人 和 他 本 人 研究 成 果 的 基础 上 写成 的 ， 

邬 家 邦 同 志 之 所 以 写 这 本 书 ,其 主要 意图 是 希望 向 会 社会 宣 
传 介绍 3N 十 1 猜想 这 个 数学 难题 ,以 激发 人 们 的 兴趣 和 热情 ,以 
鼓动 更 多 的 中 国人 一 一 首先 是 再 少年 们 参与 这 项 研究 ， CRIM 
望 我 国 这 方面 的 研究 工作 能 够 早日 还 进 国际 先进 行列 . 

衷心 祝愿 这 个 良好 愿望 能 早日 实现 . 
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在 中 国 乃 至 世界 铠 怕 没 有 别 的 数学 难题 能 像 哥 德 巴 半 
《Goldbach) 猜 想 那 样 为 数学 界 内 外 人 士 普遍 关注 . 为 什么 这 道 令 
数学 家 们 望 而 生 菇 的 难题 对 界外 人 士 也 有 那么 大 的 吸引 力 嘱 ? 也 
PRGA RABE RA. 普通 人 只 需 知 道 什么 是 自然 数 和 素数 就 
可 以 随时 进行 验证 . 岂止 是 验证 ! 不 少 人 不 管 数学 家 发 出 的 “ 骑 自 
行 率 不 能 登 上 月 球 ” 的 告 诚 ,以 初生 牛犊 不 怕 虎 的 精神 玫 孜 求证 ， 
ICA BES ART. 

我 也 是 对 这 样 的 猜想 版 感 兴趣 的 人 . 不 过 本 书 向 读者 讲述 的 
不 是 人 们 早 己 熟悉 的 哥 德 巴 替 猜想 ,而 是 只 需 知 道 什么 是 偶数 什 
么 是 奇数 的 人 就 会 明白 的 另 一 个 数论 猜想 一 3N 十 1 猜想 : 任 给 
一 自然 数 , 若 它 是 偶数 ,就 用 2 除 ;着 它 是 奇数 , 先 用 OR. 
变 成 偶数 ,再 用 2 除 . 对 所 得 结果 神 其 是 偶数 还 是 奇数 按照 上 法 同 
样 处 理 , 如 此 经 过 有 限 多 次 的 偶数 变 奇数 奇数 变 偶 数 处 理 后 , 必 能 
使 所 给 的 自然 数 变 成 1. 这 就 是 3N 十 1 猜想 (或 称 3x 十 1 猜想 , 柯 
BR (Collatz) WE). 自从 这 个 猜想 提出 以 来 , 半 个 多 世纪 过 去 了 ， 
教学 家 们 对 它 进行 了 深入 的 研究 ,下 得 了 一 些 成 果 , 其 中 包括 已 对 
至 少 直到 10* 的 自然 数 一 一 进行 了 验证 而 未 发 现 例外 .但 理论 上 
的 证 明 至 今 未 能 获得 ,成 为 一 道 像 哥 德 巴 将 猜想 那样 迷人 的 数学 
难题 . 

本 书 第 1 节 介 绍 3N 十 1 猜想 的 由 来 ;然后 依照 研究 3N 十 1 猜 
想 时 所 采取 的 三 种 选 代 形 式 即 通常 选 代 (2 节 — 6 节 )、 伸 长 迭代 
(7 节 ) .压缩 选 代 (8 节 一 9 节 ) 重 点 讲述 研究 此 猜想 时 所 发 现 的 许 
多 奇妙 有 趣 的 现象 ,所 取得 的 成 果 ; 最 后 讨论 3N 十 1 猜想 的 推广 
《第 10 节 ). 三 种 选 代 中 所 讲述 的 内 容 有 相对 的 独立 性 ,无 因果 关 

-1 


系 , 都 是 新 的 ,不 是 互相 移植 ,读者 不 必 按 本 书 的 次 序 阅读 . 书 中 包 
含 的 引 理 , 定 理 及 推论 共有 80 多 个 ,普通 读者 和 青年 学 生 不 要 望 
而 生 芝 ,我 在 给 出 它们 的 证 明 时 注意 到 了 满足 不 同 层次 的 读者 的 
需要 . 对 暂时 读 不 慌 的 内 容 可 以 只 知 其 然而 不 知 其 所 以 然 , 甚 至 可 
以 跳 过 ,尤其 对 只 是 引用 而 未 给 出 证 明 的 引 理 ,定理 等 更 是 如 此 . 
这 就 如 同 x < 3. 1416 ,你 承认 它 就 行 了 ,而 不 必要 你 去 求 它 一 样 . 
这 就 是 说 你 读 懂 了 大 意 , 你 就 可 以 参 如 3N + 1 猜想 的 研究 . 而 只 
有 在 研究 中 你 才能 读 懂 原 来 读 不 慌 的 东西 . 

自 3N 十 1 猜想 问世 以 来 ,国外 学 者 已 研究 了 好 多 年 ,并 取得 
了 一 些 成 果 , 而 在 国内 未 引起 足够 的 注意 ,特别 是 许多 青年 朋友 可 
能 还 不 知道 有 此 迷人 的 猜想 ,这 不 能 不 令 人 感到 遗憾. 想 当 年 大 力 
宣 传 哥 德 巴 替 猜 想 在 我 国 取得 领先 的 研究 成 果 时 , 连 界外 人 士 都 
普遍 对 该 猜想 着 迷 ,但 在 数学 界 内 部 专心 致 志 从 事 该 猜想 研究 约 
人 却 不 多 . 之 所 以 如 此 ,也 许 是 因为 “猜想 ”之 类 的 课题 属于 纯 数 
SORE. 锁 纯 数学 研究 往往 枯燥 .单调 ,耗费 了 精力 ,既得 不 到 
直接 经 济 效益 又 难 见 理 论 上 的 成 果 . 尤其 是 现在 ,社会 热点 使 得 人 
们 看 重 应 用 数学 而 看 轻 纯 数学 和 基础 数学 , 热 训 于 摘 纯 数 学 的 人 
BRAY. 我 认为 纯 数学 和 应 用 数学 是 数学 大 厦 的 两 大 支 注 ,好 比 
一 个 人 的 两 条 腿 , 邵 果 只 重视 、 如 强 一 条 妥 , 而 轻视 、 削 弱 另 一 条 
跟 , 数 学 科学 能 发 展 得 好 吗 ? 

我 写 此 书 的 一 个 目的 对 普通 读者 来 说 是 为 了 “招兵买马 ”, 因 
为 我 觉得 本 来 会 令 众人 着迷 的 猜想 不 能 因为 大 家 不 知道 而 受到 冷 
落 , 硕 望 通过 这 一 宣传 激发 人 科 像 对 待 哥 德 巴赫 猜想 那样 对 3N 十 
1 猜想 及 其 研究 的 兴趣 和 参与 意识 ;而 对 专家 学 者 们 来 说 则 是 抛 
砖 引 玉 , 求 得 高 水 平 的 理论 研究 在 国内 的 出 现 . 专家 学 者 们 的 研究 
MERRER RERA. 

根据 国内 外 研究 3N + 1 猜想 的 进展 情况 ,必要 时 也 许 我 将 会 
作出 续 写 本 书 的 打算 - 

我 写 此 书 时 得 到 了 博士 生 导 师 王 能 超 教授 的 肯定 、 效 励 和 帮 

.2 


助 , 正 因为 如 此 ,我 为 写 好 本 书 而 倾注 了 全 力 , 出 版 社 的 同志 也 对 
出 版 这 样 的 书籍 表示 赞赏 .作者 谨 向 他 们 表示 齐心 的 感谢 ! 

限于 作者 的 水 平 , 书 中 的 错误 和 不 当 之 处 在 所 难免 , 切 望 广大 
读者 和 专家 学 者 们 批评 指正 . 


RRA 
2000 年 12 月 于 华中 科技 大 学 
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1.1 何谓 3N 十 1 猜想 


众所周知 ,数论 科学 中 有 一 个 著名 的 “ 哥 德 巴赫 (Goldbach) 
猜想 ”, 或 简称 为 1 十 1”, 虽然 此 猜想 备 受 数 学 界 内 外 人 士 的 广 
泛 关注 和 研究 , 但 至 今 没 有 得 出 正确 与 否 的 结论 ， 成 为 数学 之 
B. 除 此 之 外 ,数论 界 还 有 一 个 更 易 被 普 适 人 理解 和 检验 却 同 样 
未 能 从 理论 上 证 明 的 猪 想 一 一 本 书 要 介绍 和 讨论 的 专题 一 -“3N 
十 1 猜想 ” 

何谓 3N 十 1 猜想 呢 ? 


EB ARK n, Rn BAM, MHS MR RR, 


则 先 作 运算 3n 十 1， 再 以 2 除 . 然后 将 所 得 的 数 视 其 是 偶数 还 是 
奇数 再 作 如 上 所 说 的 处 理 ， 如 此 继续 下 去 ， 问 是 否 能 经 过 有 限 次 
的 运算 将 变 成 1? 这 就 是 柯 雷 菊 <Collatz) 问题 , 或 称 3N 十 1 问 
题 , 3z 十 1 问题 . 

上 述 问 题 用 数学 语言 描述 就 是 : 

对 于 任 给 ”E NC 自然数 集合 ), ER RIG BM COCR 
Collatz HAR 3N + 1 BH) 为 


a 


> 24 n == 0(mod2) Rt; : 

Ca) = a.1.1) 
= 34 n = 1(mod2) 时 . 

RAR CO) = n, Cn) = C(O) = 1525) EER, 

FFR n 的 选 代 序列 ， 也 称 = 的 轨迹 序列 ， 记 为 了 (ze) ， 即 


T= (CME, 

= (CO) Cin) Cn) peh. (1.1.2) 
闯 是 否 存在 有 限 的 (最 小 ) BREA, ACG) = 1? 此 向 题 提 
出 以 来 虽 经 一 些 数 学 家 的 努力 , 但 至 今 仍 未 得 到 “是 ”或 “ 否 ” 的 
SR. 认为 答案 为 “是 ”,， RRL ERE, RAIN 十 1 猜想 ， 
3x 十 1 狂想， 此 猜想 是 继 哥 德 巴 赫 犹 想 之 后 的 另 一 著 各 且 有 趣 的 

数论 难题 
Collatz 问题 中 各 自然数 ”的 轨迹 序列 (1. 1. 2) 可 形象 地 用 有 
向 图 来 表示 :以 为 图 的 顶点 , An BCH) 的 箭头 表示 有 向 边 - 
这 样 的 有 向 图 称 为 Collatz 图 或 Collatz 树 , 图 1. 1 mi T Collatz 
树 的 一 部 分 、 若 Collatz 猜想 正确 , 则 所 有 的 自然 数 n 都 各 自从 它 
所 在 的 顶点 出 发 , 沿 各 自 的 迭代 轨迹 运动 而 最 终 汇合 到 1, 形成 
“落叶 归 粮 (1)" 之 势 ! 或 说 最 终 在 1 与 2 之 间 未 远 跳动 下 去 (因为 1 
的 选 代 轨 迹 是 图 (1,2,1)). 例如 ， 从 加 1.1 看 出 ? 的 选 代 轨迹 是 

TO= (CCD CMD) CCD) sd 

= (7,11,17,26,13,20,10,5,8,4,2,1,2,1,--.). (2.1.3) 


1.2 3N 十 1 We 


3N 十 1 猜想 之 所 以 又 称 为 Collatz 猜想 是 因为 它 与 德国 汉堡 
大 学 应 用 数学 研究 所 的 Lothar Collatz 教授 有 密切 关系 . 它 的 提 
出 经 历 了 一 个 过 程 , 早 在 1928 年 一 1933 E4 L. Collatz REM 
堡 大 学 的 一 个 学 生 的 时 钼 ,由 于 受到 他 的 老师 Edmund Landau, 
Oscar Perron 等 人 讲课 的 启发 , 他 对 数论 函数 , 图 论 等 产生 了 浓 
厚 的 兴趣 . 数论 与 图 论 之 间 ， 有 着 密切 的 联系 ,其 中 之 一 是 可 将 
数论 函数 fCn) 与 有 向 图 结合 起 来 :了 到 整 数 作为 图 的 顶点 , 用 一 
带 箭头 的 线段 将 z 与 fn) 连结 起 来 , HAL. Collatz 画 了 许多 关 
于 数论 函数 的 有 向 图 , 并 作 了 如 下 分 类 : 

《1) 单 值 函数 
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图 1.1 Collatz 树 
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图 1.2 
b) 有 向 图 为 树 . 


例如 Fr) 一 一 gln), 其 中 g(xn) 是 除去 = 本 身 的 的 最 大 
因数 . 例如 (21) 一 21 一 ?一 14. Fp BRR, M fp) = p— 
l. 图 1.3 面 出 了 该 树 的 一 部 分 . 
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< 有 向 图 为 木林。 


图 出 AC 2) 棵 互 不 连通 的 树 构成 . Bion Cn) 一 + CA. 
4). 
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Bila 
d) 有 向 图 中 含有 定点 . 
B SO) = ny MUA na A fC) 的 一 个 定点 . 例如 图 1.4 中 
m 一 0 就 是 /CD =n + HEM. 又 如 fo) = Lo? — 90) 
十 9, 包含 两 个 定点 m = 2 fi m, = 9. 含有 两 个 以 上 定点 的 有 向 图 
是 不 连通 的 . 
e) 有 向 图 中 含有 图 - 图 中 所 含 整数 的 个 数 5(2 < s CRE 
数 ) 称 为 图 的 长 .“ 图 ”通常 是 指 有 限 长 度 的 图 . 例如 对 = > 1， 令 
fe) = 3n, 当 为 素数 时 ; 
n 的 纯 因 数 的 和 和， 当 ”不 为 素数 时 . 
其 中 的“ 纯 因数 ”是 指 a 的 除 x 和 1 以 外 的 因数 , 有 (2) = 6, 
f(24) = 12 -- 8 + 6 + 4 + 3 + 2 = 35. f (9) =3./@) 的 有 向 
图 中 含有 多 个 圈 ( 图 1. 5) 
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(2) 多 值 函数 

情况 比 单 值 函 教 复杂 , WAT ABA RH BR. 

Ail 若 n 可 表 为 4 二 a6 的 形式 , 这 里 1 之 4a 之 5, 定义 
fm 二 太一 Qa , 则 了 (n) 可 能 是 多 值 函数 , te = 36=2-18= 
3°12=4-+9, TH f (36) 有 三 个 值 :18: ~ 2 = 320,12 — 3 = 135, 
g — 4 = 65. Al CRT f n) 的 一 小 部 分 图 形 , 在 每 一 条 边 上 
标 出 对 应 的 因素 乘积 5，4 该 图 包含 图 (231, 320,144,260,231). 
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图 1.6 
例 2 整数 因子 分 解 的 超 图 . 对 每 一 整数 n. fO) 表示 具有 
形式 一 tv 的 所 有 整数 对 (u,v), KARR SO) 已 不 是 一 
般 的 数值 了 . 
L. Collatz F 1932 年 7 月 1 日 在 他 的 笔记 本 中 曾 记述 了 如 下 
的 一 个 数论 活 数 ， 
2n/3, 4 n = 0(mod3) ff; 
Gla) -fe 一 1)/3， Ñ n == iGmod3) BF; 
(4n +1)/3, 4 n= 2(mod3) Bf. 
这 回 他 没有 把 Gln) 用 有 和 图 形象 地 措 绘 ,而 代 之 以 用 置换 
P-fl2345678 9 
1325749 116 
的 形式 来 表示 . 不 过 从 所 列 数 值 容易 看 出 置换 P 中 有 一 个 定点 ， 
Atm. 
L. Coliatz 提 到 关于 研究 上 述 P HARKE, 特别 问 及 包 
.6。 


SHES 的 置换 加 是 有 限 的 还 是 无 限 的 , MRAR Cn) = n, 
Ga) = GG (a)) (& = 1,2,:), Kn = 8 HER, FJ 
G8) 是 有 界 还 是 无 界 ? 他 提出 的 这 个 问题 后 来 被 有 的 学 者 称 为 
原始 的 Collatz 问题 . 

1950 年 在 美国 麻 省 州 的 Cambridge 举行 的 国际 数学 家 代表 
ASL, L. Collatz 首次 将 他 的 问题 传播 给 与 会 的 同行 们 . 但 自 
那 时 以 来 半 个 世纪 过 去 了 , C8) 是 否 有 界 的 问题 还 无 定论 ， 但 
数学 家 们 普遍 相信 G'(8) EXAM, Me 8 的 有 限 长 的 图 不 存 
FE. AER PHH, Yn 二 1,2,3,4,5,6,7,9 Om) < 委 9, 有 界 . 
但 考察 C:(8) MERET. 笔者 在 研究 中 计算 了 数 百 个 GC8) 的 
fi, RM GO 随 的 增加 而 增加 , RAAB, 故 笔者 也 相信 ; 
GG) 是 无 界 的 , BGB) — co( 当 一 co), 不 仅 如 此 , 笔者 还 对 
大 于 9 的 一 些 自然 数 作 了 一 些 迭 代 计 算 , RMB COS) KM. 

L. Collatz 在 构造 数论 函数 Fn) 时 常 发 现 图 结构 现象 ， 这 引 
起 了 他 极 大 的 兴趣 , 促使 他 进一步 考虑 :如 何 构造 一 个 既 简 单 又 
可 能 出 现 力 结构 以 自然 数 n 为 自 变量 的 数论 函数 f(r)? 结论 是 : 
迭代 时 若 fln) 的 值 为 常数 或 单调 增 或 单 亩 减 都 不 可 能 出 现 加 ， 
只 有 在 迭代 中 (OMAN ADA A DERE. 于 是 他 
找到 了 前 面 介 绍 的 (1.1.1) 式 所 表示 的 函数 , 也 就 是 被 我 们 称 为 
Collatz 函数 的 函数 Cin). 

事实 上 ， 此 函数 确实 有 图 (1,2,1). 当时 由 于 计算 工具 的 限 
$L. Collatz 仅 对 一 些 比较 小 的 自然 数 进行 验证 , 结果 人 惊奇 地 发 
现 这 些 自然 数 每 个 都 无 一 例外 地 最 终 进 人 园 (1,2,1)， 于 是 猜测 : 
对 每 一 个 自然 数 n, 依 公式 Cn) =n, Cn) 一 CC GD (k =1, 
2,…) BEATER, PETER BERK AG), 使 得 CCn) = 1. 
就 是 他 的 这 个 猜测 后 来 被 数学 界 称 为 Collatz 猜想 (或 3N 十 1 猜 
4, 3x 十 1 猜想 ). 

以 上 介绍 的 是 3N 十 1 猜想 的 大 致 形成 过 程 . 这 一 形成 过 程 清 
楚 地 说 明 :3N 十 1 猜想 同 其 它 许多 猜想 一 样 不 是 突然 从 天 上 罩 下 
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来 的 ,而 是 人 们 在 实践 中 多 观察 SHR SRR SRR OAR. 
而 要 使 一 个 猜想 迷 倒 众人 , WUEREN AE ETER. 3N 十 
1 猜想 正 基 具备 这 样 的 特点 . 

当年 L，Collatz 考虑 到 不 能 解决 他 所 提出 的 问题 ， 所 以 并 没 
有 发 表 他 药 猿 想 ， 只 是 在 许多 会 议 上 和 演讲 中 提 到 这 个 问题 . 
1952 年 当 他 来 到 汉堡 时 , 他 将 此 猜想 告诉 了 他 的 同事 Helmut 
Hasse 教授 , 引起 了 HH. Hasse 极 大 兴趣 ,并 在 其 它 城 市 讲学 时 传 
播 这 一 猜想. 还 有 其 他 许多 知名 学 者 如 S. Kakutani MS, Ulam 
等 人 知道 这 一 猜想 后 ， 也 产生 了 浓厚 的 兴趣 并 积极 传播 , 于 是 很 
快 使 得 了 解 这 一 狂想 的 人 越 来 越 多 ，3N 十 1 猜想 在 传播 过 程 中 也 
曾 被 人 们 称 为 Hasse 算法 ，Kakutani 问题 和 Ulam 问题 . 

获悉 这 一 狂想 后 ， 对 此 猜想 感 兴趣 的 人 们 开始 的 反应 自然 是 
用 数 去 检验 , 希望 从 中 发 现 升 么 规律 和 和 性质， 以便 求 得 理论 上 的 
TEAS, 或 者 希望 找到 反例 来 证 明 猪 想 的 错误 . 自 3N 十 1 猜想 传播 
开 来 ,到 现在 半 个 世纪 过 去 了 ,数学 家 们 进行 不 少 研究 , 其 中 包 
括 用 数 进行 检验 ,特别 是 借助 现代 计算 机 检验 了 至 少 直到 e~ 
1.1X10° SM, 发 现 全 都 符合 猪 想 , 没有 一 个 反例 , 但 又 未 能 从 
理论 上 找到 证 明 此 猜想 的 方法 , 使 得 此 猜想 越 来 越 迷 人 , 越 来 越 
引起 更 多 人 的 关注 . 

这 里 需要 强调 的 是 , 验证 不 等 于 证 明 , 来 发 现 反例 不 等 于 没 
有 反例 ,自然 数 是 不 能 穷尽 的 ,容量 再 大 的 计算 机 也 无 法 对 所 有 
自然 数 进行 穷 举 ,2*” 个 自然 数 只 不 过 是 金 体 自然 数 中 的 沧海 一 
RK. 找 出 反例 否定 猜想 是 有 人 先例 的 , 数论 中 就 有 这 样 的 例子 . A 
如 , REGS 1,2) 表示 素数 p 的 个 数 , RE p < z, B p= 
i(mod3>. 人们 经 过 大 量 验 证 后 , 曾经 猜想 :对 任何 2 2, BK 
f(x) = m,ÇCz) mla) > 0. 后 来 有 人 终于 发 现 当 zz 一 608,981, 
813,029 时 f(x)<<0, 并 且 进 一 步 的 研究 表明 随 着 之 的 增加 ,f(x) 
的 符号 将 改变 无 穷 多 次 , 猜想 因此 被 否定 - 又 例如 ,也 是 通过 大 


量 验证 得 知 当 3 < r At, le) = "ME ale) > 0. 人 


们 据 此 猜想 :对 任何 x > 3,48 f(x) > 0. 殊不知 这 一 猜想 又 错 了 ! 
AY < = 1.65 x 1005 时, f(x) < 0, 并 且 进 一 步 的 研究 得 到 


Littlewood 定理 :| [pdt - (2) 改变 符号 无 穷 多 次 ,猜想 因此 被 
METE. 

以 上 是 用 举 反例 的 方法 来 否定 猜想 的 例子 . 但 如 果 某 猜想 本 
来 就 成 立 , 而 想 通 过 举 反例 来 否定 就 是 徒劳 的 了 , 只 能 想 办 法 从 - 
理论 上 进行 证 明 . 比如 图 论 中 的 “四 色 猜 想 ” 就 是 正确 的 , 当然 找 
不 到 什么 “反例 ” 来 否定 , 而 只 能 想法 从 理论 上 进行 证 明 . 为 此 数 
学 家 们 将 问题 归结 为 对 某 些 "构件 ”的 穷 举 , 借助 现代 高 速 计算 机 
在 儿 千 个 小 时 内 完成 了 证 明 . 

对 哥 德 巴赫 猜想 , 人 们 的 关注 程度 和 研究 投 人 可 能 远 比 上 述 
及 其 它 许多 猜想 都 大 , 但 此 猜想 正确 与 否 至 今 仍 悬而未决 , 究 其 
原因 ， 可 能 与 素数 的 分 布 杂乱 无 章 这 一 特点 有 很 大 关系 . 前 面 提 
及 的 两 个 函数 的 符号 为 什么 会 随 x 的 无 限 增 大 而 改变 无 限 多 次 
妮 ? 也 许 是 因为 这 两 个 函数 都 包含 有 与 崇 数 分 布 有 关 的 函数 x (x) 
的 缘故 吧 ， 

对 柯 雷 艾 猜 想 而 言 , 虽 不 涉及 到 素数 的 特点 ,只 涉及 奇数 与 
偶数 ,但 无 论 奇数 或 偶数 ,它们 的 选 代 序列 T(n) 中 的 元 素 正 像 
素数 的 分 布 那样 杂乱 无 章 , 无 规律 可 言 ;并 且 有 时 在 求 T(n) 时 会 
出 现 比 4 大 得 多 的 数 . 比如 从 1.1.3) REER TO) 时 会 出 现 数 
3 x 17+1= 52, 比 7 大 得 多 . 又 如 车 取 n = 8,528,817,511 < 1.1 
x 10°, 即 此 ”处 在 人 们 已 经 验证 了 的 数值 范围 内 , 并 且 撑 算是 比 
较 小 的 , 但 在 求 T(n) 时 要 碰 到 比 1.1 x 102 大 得 多 的 数 18,144， 
594,937 ,356,598,024. 若 要 在 更 大 的 范围 内 验证 猜想 , 其 难度 可 
R— BE. 

综 上 所 述 , 似乎 可 以 断言 : 柯 雷 获 猜 想 与 哥 德 巴赫 猜想 是 属 
于 同等 难度 的 数论 难题 . 
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下 面 的 内 容 将 介绍 人 们 在 研究 柯 雷 区 猜想 的 过 程 中 所 发 现 的 
一 些 奇 特 现象 , 所 采取 的 一 些 方法 和 所 取得 的 一 些 成 果 . 


附注 ”3N 十 1 猪 想 除了 L. Collatz 猪 想 这 个 通常 的 别称 外 ， 
在 它 早期 的 形成 和 传播 过 程 中 , 还 曾 冠 以 其 他 的 人 名 成 地 名 . FH, 
如 , 5 L. Ccollatz 学 习 和 工作 在 同一 大 学 的 H. Hasse, 不 仅 对 IN 
十 1 猜想 感 兴趣 , 还 常 和 一 些 人 研讨 该 猜想 的 推广 ， 创立 了 一 个 
以 他 的 名 字 命 名 的 算法 . 再 比如 ,20 世纪 50 年 代 ,， Hasse 在 一 次 
访问 Syracuse AMERY, 不 忘 以 猜想 交友 , 一 时 间 ，3N 十 1 猜想 被 
AMA Syracuse 问题 ， 自 那 以 后 ，3N 十 1 猜想 还 先后 曾 被 称 为 
Kakutani 问题 ,Ulam 问题 等 等 ， 同 样 是 由 于 人 们 热衷 于 传播 、 热 
刻 于 研究 的 结果 . 3N 十 1 猜想 为 什么 会 这 样 迷人 ? 我 想 答案 就 在 
FER AOE MH, 一 方面 简单 得 让 低 年 级 小 学 生 都 十 分 
明白 其 内 容 ， 而 另 一 方面 却 难 证 得 让 大 科学 家 茫然 不 知 所 措 ， 我 
之 所 以 写 此 书 , 正 是 由 于 兴趣 和 茫然 所 致 也 . 

在 3N 十 1 猜想 的 研究 者 中 ,， 有 一 位 至 少 是 我 认为 最 热心 .最 
积极 .最 投入 的 科学 家 ， 他 就 是 本 工 . Lagarias. 1985 年 他 在 美国 
数学 月 刊 上 发 表 了 一 篇 题 为 “3X 十 1 问题 及 其 推广 ”的 长 篇 论文 
《〈 即 本 书 参 考 文献 中 的 第 一 篇 ), 该 文 详细 地 介绍 了 3N 十 1 猜想 的 
由 来 ;简要 而 系统 地 总 结 了 几 十 年 来 人 们 研究 3N 十 1 猜想 所 取得 
的 成 果 ; 引 人 人 胜地 介绍 了 3N 十 1 猜想 的 推广 思路 ,该 论文 发 表 
之 后 , 后 面 撰写 这 方 而 论文 的 作者 都 不 约 而 问 地 要 引用 他 的 这 篇 
文章 , 足见 这 篇 文章 的 重要 性 和 权 成 性 . 笔者 学 着 研究 3N 十 1 猜 
想 ， 当然 要 以 他 为 师 , 有 反复 拜读 他 的 文章 而 爱不释手 . 尽管 如 此 ， 
也 只 能 略 知 一 二 ， 写 出 这 本 小 书 只 是 作为 引 玉 之 砖 、 
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2 自然 数 与 奇偶 矢量 的 对 应 


21 数 集 与 奇偶 矢量 集 间 的 一 一 映射 


设 自 然 数 的 轨迹 序列 为 
T(n)= (CCa), C'a), Ct), =+, CC), ==) 
= {nos ms na t no od (2.1. 


N= 0,1,2, — 令 


0, 4 = 0(mod2) By; 
zw -fr % n= 1 mod, FP 
BRE 
win) = (an), zn), z, (n), =, tie), or}, (2.1. 
BA n 的 奇偶 矢量 ;而 矢量 
Vn) = {ros Lis Ley ey Zia) 《2. 1. 


称 为 ”的 长 为 ; 的 子 奇偶 矢量 . 如 : 


T(7) = (7, 11, 17, 26, 13, 20, 10, 5, 8, 4, 2, 1, 2, 1, ** 


(2.1. 
v(7) = (1, 1, 1, 0, 1, O, 0, 1, O, 0, 0,1, 0, 1, =), 

(2.1. 
ya(7) = (1,1, 1, 0,1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1}, (2.1. 


3N + 1 $B 48 FY SS Pt Fh aes FF ae HR 


3N + 1382805390 2.1 ”以 下 两 命题 都 与 SN + 1 猜想 


等 价 : 
CL) 每 个 自然 数 的 轨迹 序列 都 以 唯一 的 图 (1， 2, 1) 结束 . 
(2) 每 个 自然 数 的 奇偶 矢量 都 以 唯一 的 加 (1, 0, D 结束 . 
eli: 


显然 , 任意 给 定 一 个 自然 数 n 以 后 由 于 它 的 轨迹 序列 (2. 1. 
1) 是 唯一 确定 的 ,因而 它 的 奇偶 矢量 (2. 1. 3) 也 是 唯一 确定 的 . 
反 过 来 问 : 若 任意 给 定 一 个 奇偶 矢量 

[zo Tis 2 (2.1.8) 

它 一 定 是 某 个 自然 数 m 的 奇偶 矢量 吗 ? 回答 是 肯定 的 ， 下 而 就 来 
讨论 这 个 问题 

先 姑 以 下 的 定理 和 推论 ; 

定理 2.1 Wm =n+r' Fa, kyr EN), Wy) = v,G') 


证 记 
T) = (no ms no =] 
Tan!) = {no niin ny ot} 
i (n) = (zo, Trs Prs tts Taide 


wO) = (alos wis tian ety By}. 


o 当 i 一 0 时 ， 
say = Ta 
s550 |z. 当 ; =1,2, = B. 


= 
即 证 
m = xG = 0, 1, 2, ==, 8-1). (2.1.9) 
因为 m = n, no == m, s= 0, PURE A — n + r tR 
n'y, = m + r * zoe 2, (2. 1.10) 
故 有 
al, = mo. (2.1.11) 


利用 (2. 1. 10) 式 和 (2. 1. 11) 式 ， 由 
> 当 == 0(mod2) 时 ， 


m= S 3m +1 
2 


> 4 no = 1(mod2) 时. 
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Boa Bt reat, 4 n'a == Omod?) Rf, 
n= mat i_ mtl treg. 2, 
34 n', = 1¢mod2) 时 . 
可 得 
Hn (2.1.12) 
故 有 


m, = Ti (2.1.13) 
同 理 利用 (2.1.12) 式 和 (2.1.13) 式 ,由 


7s 14 m = OCmod2) 时， 


m= 
3 
mi, 当 = 1(mod2) 时 ， 
和 
全 一 合十 r sn ot, Wal, = 0(mod2) 时 ， 
Wt 
2 2 
34 n', = 1¢mod2) 时 . 
可 得 
m; = m tre Bite Bt, (2.1.14) 
AE 
aly = mx. (2.1.15) 
可 得 
n'i = m tre Bete 22, (2.1. 16) 
故 有 
tian = Laon (2.1.17) 
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利用 (2. 1.16) 式 和 {2.1.17) 式 , 由 


== 


+ H ni: = 0(mod2) Ht, 


mi 一 
mata 1, woa = 1Gmod2 时 . 
# 
r 
T TR p r + gat + 2, 38 n'az = 0(mod2) 时 ， 


nia = (32 tS $1 
2 2 
24 n'i: = 1 (mod2) 时 . 


十 r 3 


a= matre oez, (2. 1. 18) 
故 有 


2'i = Tim 2.1.19) 
利用 (2.1.18) 式 和 (2.1.19) 式 , 由 


St, 4 nı = O(mod2) 时 ， 


m 一 
mati, 24 may = 1(mod2) Bt , 
和 
Tei = Be tres, 34 n'i = 0(mod2) it, 
m = s3t tl deathly an 
a Ta 
X n'y, = 1(mod2) 时 . 
可 得 


3 {2. 1. 20) 
综合 (2.1.11) 式 和 (2.1.13) 式 、…(2.1.19) 式 即 得 (2. 1.9) 式 , 定 
理 得 证 . 
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推论 2.1 设 w = ntra, kr € N), WHr WR, 
x = xu B r 为 奇数 时 ，x' 与 x, 到 值 相 异 ， 
证 “此 推论 可 由 《2.1. 20) 式 得 到 . 
设 v= (zo Xi， to i) SERIE AMBRE = (zo, zu 
Kay ty Sas) 表示 "的 长 为 二 的 子 奇偶 矢量 ;7 表示 所 及 的 集 
Ay M = (1, 2.3, 2). 则 有 以 下 定理 2. 2: 
定理 2.2 ”对 任何 上 E N, 在 Mi 55 V, 之 间 可 建立 一 一 映射 
s M, >V, 
RE 任 取 n€ M, BARK anne), 现 对 上 用 归纳 法 
证 骨 BM, > V, AY —— BR. 
D Bà 35 k= 1 时 , 映射 
1— GO) = (1), 
2— w (2) = (0). 
显然 是 一 一 映射 s: M >V; 
当天 一 2 时， 映射 
1+ »,(1) = {1, 0), 
2— (2) = {0, 1), 
3 一 m(3) = {1, 1}, 
4 一 mm(4) = (0, 0}. 
显然 也 是 一 一 映射 cs M, — Va. 
2) ”其 次 , 假设 当 二 i 时 , 映射 
Lar vi) = (aP, aa ty eieh 
2 (2) = (z, P, or, oN, 
(2.1. 21) 
Bev (2) = (z. 2, or, ch). 


是 一 一 映射 M. 一 Vi. TERE 


. 15. 


ow 


ln) = fags zÜ), oe, zD, oP), 


a w 
2— v. (2) = z), P, u, x, rm), 


i ye ces (2 2 
2— v (2) = (ag, a, ore, z. z), 


Z+ Lm va DD (x, tU... D, 2), 


=l 


2B ya (Q + 2) = (+n. PtP, sae, EHP, ] 


iti Ty ty ptb gt gth 
2 C2) = (rye a ae Og e, m, ZË h 


(2.1. 22) 
也 是 一 一 映射 tia Mi > View 为 此 只 需 证 明 (2.1. 22) 式 的 诸 
子 奇 候 矢 量 互 不 相同 即 可 . 

T 由 归纳 法 假设 知 (2.1.21) 式 的 2 个子 奇偶 矢量 w(1)， 
vC), +, nO) ERAR, 因而 (2. 1.22) 式 的 前 2 个 子 奇偶 矢 
# vaa(1), viaa(2), +o, Ya CD 也 互 不 相同 s 

2° 出 1 并 利用 定理 2. 1( 取 > 一 DHA, (2.1.22) 式 的 后 
2S FARR va 十 1) pa (2 + 2), 56 va (2) 也 互 不 
相同 

3” ER nm © M, = (1, 2, =+, F), Wr a) = (zo T ets 
z) 属于 (2. 22) 式 的 前 2 个 子 奇偶 矢量 之 列 . MERN EtL, 
DADs vey 21), W vig Ge) = (alos TZ} 属于 (2. 1.22) 
ANB 2 TSK B 23). 这 时 , On 一 2 士 2， 则 由 推论 
2.1 82), Hx, RAR, AM v GQ) 2 v+ i @) ;加 车 n' Bat 
2 ， 则 由 归纳 法 假设 及 定理 2. 1 也 有 yaa G) E vua G), 所 以 (2. 
1.22) 式 的 前 2 个 子 奇偶 矢量 的 任何 一 个 与 后 2' 个 子 奇偶 矢量 的 
任何 一 个 都 不 相同 . 

综合 1.2" 及 3° 可知，(2.1.22) 式 的 2+! AEE BRE 
Vier)» Mga 2)s cs veg C2?) 是 互 不 相同 的 ， 即 (2. 1.22) 式 所 
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表示 的 映射 是 一 一 虹 茜 oes Mag — Via 

H 1) 和 2), 定理 2.2 得 证 ， 

利用 定理 2.2, i 将 有 穷 集 合 间 的 一 一 映射 推广 到 无 穷 集 合 
间 的 一 一 映射 EV 表示 所 有 坷 侦 矢量 v = {2o zu te) BJ E 
A, RHE EN, ELR on via), 则 此 映射 为 NV F 
是 有 以 下 定理 2. 3: 

定理 2.3 在 N 和 Y 之 间 可 建立 一 一 映射 cIN 一 了 . 


2.2 由 Wn) 求 x 的 算法 


由 前 面 的 介绍 可 知 , 对 于 给 定 的 自然 数 n, 能 容易 作出 ”的 奇 
BRE. 现在 提出 一 个 相反 的 问题 :车 已 知 % KAM TARR 
E va), 如 何 求 出 x 呢 ? 为 解决 这 样 的 问题 , 需要 采用 以 下 的 算 
法 . 

算法 2.1 SMG = (zo m, s Ti} 求 4 的 算法 如 下 : 

第 一 步 ” 置 如 二 ds。 二 0,0==1, 

第 二 步 ” 对 i 一 0 到 上 一 1, 令 

0, M z, + d, = 0(mod2) 时 ， 
Ë 4 z; + d, = 1Y(mod2) 时 ， 
bip = b, + BS: 


ca = BY co 


da = EEG, + àe) + 3% + x]. 
FIS zn=2 mib =o 1, 2,0), 

Ct) =e; *m- d, (m= 0, L, 2, 7). 
@ Bg) = (z), Zis Ley Tay Tas Ts) = (011010), R 
解 ”根据 算法 列 出 表 2. 1. 
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i a b; G, d x+“, Š$, 
0 0 0 1 0 0 0 
1 1 9 1 0 1 1 
z 1 2 3 2 3 1 
3 0 6 9 8 8 0 
4 1 6 9 4 5 1 
5 0 22 27 20 20 0 
6 22 27 10 


由 算法 和 表 2.1 可 得 
n= 2° * m + 22(m = 0, 1, 2, 0), (2.2.18) 
C:n) = 27 -m + 100m = 0, 1, Ż, =). (2.2.19) 
TBR REM AAW RB TARE ve (n), 这 
与 定理 2.1 是 一 致 的 . 


om=0, 8% 
n = 22; 
T(22) = (22, 11, 17, 26, 13, 20, 10, ++}. 
C22) = 10. 
£ m= 1, 得 
n= 86; 


T (86) = (86, 43, 65, 98, 49, 74, 37, 1); 
C$(86) = 27 X 1 + 10 = 37. 
*m=2 得 
n= 150; : 
T'Q50) = (150, 75, 113, 170, 85, 128, 64, }s 
C150) = 27 X 2 + 10 = 64. 
注意 以 上 三 数 的 子 奇偶 矢量 v. BHA: 
y (22) = v (86) = ve(150) = {01101 0}. 
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3 同 高 连续 数 对 


31 什么 是 同 高 连续 数 对 


众所周知 ， 自 然 数 中 相 邻 二 素数 象 3 和 5, 5 和 7, 11 和 13， 
17 和 19 等 等 称 为 率 生 素数 .虽然 挛 生 素数 在 自然 数 中 所 占 的 比 
例 不 大 , 也 就 是 比较 稀 琶 ,但 有 无 限 多 对 它们 神出鬼没 地 凡 现 
在 自然 数 中 而 让 人 称奇 且 难 以 提 摸 , 更 加 上 河 德 巴赫 猜 德 可 以 等 
价 地 转化 为 用 率 生 素数 的 语言 来 描述 ， 使 得 卒 生 素 数 备 受 研究 者 
们 的 关注 ， 

无 独 有 偶 ， 人们 在 研究 Collatz 猜想 时 发 现 了 一 个 与 挛 生 素 
数 类 似 的 奇特 现象 一 一 司 高 连续 数 对 现象 ， 这 就 是 本 节 要 讨论 的 
主题 . 

定义 3.1 WARK, MACH) 一 工 的 最 少 迁 代 次 数 二 称 
Fan AO Cain Bj sa IER), 记 为 h(n) (或 4.(n)); 若 这 样 和 的 
不 存在 , 则 定义 h(n) = s,(n) = ce. 

依 定义 , h(n) WEF n CRRA 过程 中 用 2 除 的 最 少 次 数 . 
fg, AC) = 0, AC) = 1, ACD = 11, ACL) = 10, AOD = 
R13) = 7, ROA = 12, 2140) = 7, 等 等 . h(n) 也 可 以 从 图 L 
1 的 Collatz 树 上 的 顶点 nm 开始 顺 荐 有 向 边 所 指 的 方向 往 下 数 到 1 
而 得 到 , 高 相同 的 自然 数 称 为 同 高 数 ， 同 高 数 在 Collatz 衬 上 位 于 
局 一 水 平 线 上 , 例如 12, 13, 40 就 是 同 高 数 ( 高 都 是 7). 

由 定义 3.1, 显然 有 以 下 与 3N--1 猜想 等 价 的 命题 ; 

3N 十 1 少 想 的 等 价 命题 3.1 任何 自然 数 n 的 高 h(n) < co. 
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定义 3.2 ”如 果 两 个 相 邻 的 自然 数 和 十 1 同 高 :h(n) 一 
h(n + 1), 即 x 和 mn 十 1 在 它们 各 自 送 代 归 1 过 程 中 用 2 除 的 次 数 
相同 , We 和 十 1 称 为 同 高 连续 数 对 . 

这 里 需要 指出 的 基 , 迄今 为 止 大 量 的 验证 无 一 例外 地 表明 , 
mnM HAN, MERETE AERA 1 过程 中 用 3 乘 的 次 
#k m AG, Mad = ma + 1). 但 这 一 令 人 称奇 的 现象 还 没 
有 获得 理论 上 的 证 明 . 

AM. 12 和 13 是 自然 数 中 第 1 个 也 就 是 数值 最 小 的 同 高 连续 
BAAD = AG3) = 7, mQ2) = m(13) = 2);14 和 15 是 第 2 
个 同 高 连续 数 对 Ch = 13, m = 5);20 和 21 “RE” 的 同 高 连续 
数 对 Ch = 6, m = 1). 

讲 到 这 里 读者 自然 要 问 : 同 高 连续 数 对 还 有 没有 ?存在 有 限 多 
对 还 是 无 限 多 对 ?除了 在 实践 中 验证 之 外 能 否 从 理论 上 给 出 寻找 
同 高 连续 数 对 的 方法 ?这 些 问 题 在 下 面 的 讨论 中 都 可 以 得 到 明确 
的 回答 ， 


3.2 同 高 连续 数 对 族 


先 具体 考察 12 和 13 这 对 最 小 的 同 高 连续 数 对 ,它们 的 轨迹 
序列 (到 1 为止) 分 别 为 
TAD = {12, 6, 3, 5, 8, 4, 2,1), 
m T(13) = (13, 20, 10, 5, 8, 4, 2, 1), 
FUE EP ICR ANSE HBB SF 12, 6, 3, M13, 20, 10 所 对 应 前 
Fa RRR WA 
¥3(12) = {0 0 i}, 
和 v3(13) = {1 0 0}. 
注意 , 为 简单 起 见 , 我 们 将 mw%(12) 和 m(13) 的 元 素 *0” 和 “1” 
ARES“, ”省 去 (下 同 ). 
针对 子 奇偶 矢量 {0 0 1}, 由 算法 2. 1 可 求 得 与 之 对 应 的 自然 
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Ras 8m 十 4; 而 针对 (1 0 0) 可 求 得 自然 数 = gm + 5—n + 
1. nn 和 ww 3858, BA 
vn) = {001}, 
vO!) = {1 0 0). 
TE n Fin! ARA = hln'). 由 于 
Ta) = (8m + 4, 4m +2, 2m + 1, 3m 十 2，…)， 
Tin!) = {8m + 5, 12m + 8, 6m + 4, 3m +2, +}. 
可 见 
Cto) = Cr) = 3m + 2. 
h(n) = AC!) = 3 + hl3m + 2). 
因此 数 对 
n= Bm + 4; 
2 十 1 一 8m 十 5 
为 同 高 连续 数 对 . h m € N 的 任意 性 知 (3.2. 1) 式 的 数 对 构成 同 
高 连续 数 对 族 . 如 12 3013, 203021, 283029, 36 和 37，44 和 45 
等 等 都 是 该 族 成 员 . 其 中 当 m = 1 时 的 数 对 12 和 13 称 为 源 同 高 
连续 数 对 ， 意思 是 形 如 (3. 2. 1) 式 的 同 高 连续 数 对 都 来 源 于 数 对 
12 和 13. 
尽管 (3. 2.1) 式 包 含 的 同 高 连续 数 对 有 无 限 多 ,但 它 并 没有 
包含 所 有 向 高 连续 数 对 ， 比 如 同 高 连续 数 对 18 和 19Ch = 14, m 
= 6) 就 不 在 其 中 . 
用 与 上 而 同样 的 方法 可 以 作出 以 18 和 19 为 源 同 高 连续 数 对 
的 同 高 连续 数 对 族 来 . 由 于 
T(18) = (18, 9, 14, 7, 11, =} 
TAD = {19, 29, 44, 22, 11, +) 
¥4(18) = {0104}, 
¥(19) = (110 0}, 


Gn = 1, 2, 3, =) (3.2.1) 


由 算法 2.1 可 得 
wim 2) = (0101), 
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wlm + 3) = (1 100}. 


n = 16m + 2, 
ati=tem py OTB GBD 
A 
T (n) = {16m + 2, 8m + 1, 12m + 2, 6m + 1, 9m + 2, =}, 

Tin +1) = (16m + 3, 24m + 5, 36m + 8, 18m +4, 

9m + 25}, 
Cin) = Cin + 1) = 9m + 2, 
hln) = h@ + 1) = 4 + hm + 2). 

AHER m EN, 数 对 16m 十 2 和 16m 十 3 为 同 高 连续 数 对 ， 
如 18 8119, 34 和 35，50 和 51 等 等 都 是 , 其 中 18 和 19 为 源 同 高 
连续 数 对 . 

然而 即使 有 (3. 2. D 式 和 (3. 2. 2) 式 两 族 无 限 多 对 辐 高 连续 
数 对 , 也 没有 包括 所 有 的 同 高 连续 数 对 , 例如 同 高 连续 数 对 14 和 
15Gh = 13, m= 5), 22 和 23Gh = 11, m = 4) 就 不 在 它们 之 中 . 

为 找到 新 的 同 高 连续 数 对 族 , 可 将 以 上 的 工作 继续 进行 下 
去 ， 然 后 对 这 些 个 别 研究 结果 进行 分 析 、 综 合 ,归纳 , 便 得 到 了 以 
下 恒 要 的 定理 3. 1， 它 为 寻找 无 穷 多 族 同 高 连续 数 对 族 提供 了 理 
论 依 据 . 为 证 定理 3. 1， 需 要 以 下 引 理 ; 

引 理 3.1 (1) 若 i 为 奇数 , 则 3 一 1 天 0 《mod4). 

(2) 车 i 为 偶数 , 则 3 一 1== 0 (mod4). 
此 引 理 的 证 明 从 赂 ， 


记 
3 一 011…101 
im G= 0, 1, 2.) 


si 一 111…100 
thee 


A 
并 称 序列 s 和 s'; 是 一 对 母体 .例如 vs(12) = (0 0 1) = (sho 
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v(13) = {1 0 0} = (sJ). 
定理 3.1 数 对 
pas aa 
n +l=2. m+ ett (— ate — 
G = 0, 1, 2, 5m = 0, 1, 2, =) 
的 长 为 i 十 3 的 子 将 偶 矢量 对 的 形式 是 
go = {0117101} = (s), 
ii 


(3. 2. 3) 
1 


pa (3.2.4) 
WHD = (111 100) = (9. 
— 


Xin 之 12 时 ,和 ?十 1 是 同 高 连续 数 对 ， 且 
haa) = h@ +1) =i + 3+ R(M,); (3.2.5) 
Sop My = att emp Haate e—a 
证 设 (3.2.3) 式 ”和 ?十 1 的 长 为 ;十 3 的 子 奇 偶 矢 量 对 
是 
Via (n) = (m.(n), rn), a)y ty Ta (n)), 
{ee +D = {zt 1), net), ==, tye + 1)). 
(3. 2. 6) 
BRA 
<o (n) = 0, (a + 1) = 1 (3.2. 7) 
XS. 2. DRH z fl zn + 1 2F S| B PR CH) 进行 迭代 , 得 到 : 
Cn = tem + 21 qp (— 1) 2-1, 
Ctl) = 31292. m 37.2 (— 1. 3.2 —1, 
=, (n) = z,@ + 1) = 1. (3. 2.8) 
Ct) = 3-2 +m+ 3024+ (— 1.3. 2-1 — 1, 
Cin + 1) = 3. emt Feet — 1.3. 21 — 1, 
Z IQ) = r,(n + 1) = 1. (3.2. 9) 
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Cin) 一 3 tem 31.2 + (— 1-32-11, 
Cat =] 2 m+3 2 +C 1. 3. 2—1, 

a) = zi@ + 1) = 1. (8. 2. 10) 
CH(n) = 3 2 二 32 十 (一 33 一 1 

Con +1) = gts mt Be 2 十 (一 坟 3t— 1, 
Bi) = za, la + 1) = 0. (3. 2.11) 


Om = 


CHM + = -2em + Fea + (Opi — 11 


Za 2 (n) = 1《 由 引 理 3.10); (3. 2.12) 
Z= (n + 1) = 0( 由 引 理 3.1(2)). (3. 2.13) 


CHG) = Bem + F120 + CH Die 1) 
=M,, (3. 2.14) 
CHG +1 = st, m + [2 +O et — 11 


=M.. (3. 2.15) 

将 (3.2.7) RG. 2. 8) 式 …(3.2.13) 式 代 人 到 (3.2.6) 式 
即 得 (3.2.4) 式 , 又 由 (3.2.14) RAG. 2. 15) 式 可 知 当 ?六 12 时 ， 
2 和 mm 十] 是 同 高 连续 数 对 ,， 且 (3, 2. 5) 式 成 立 .定理 得 证 . 

和 由 定理 3. 1 可 得 无 穷 多 族 同 高 连续 数 对 族 , 将 其 列 出 ， 如 表 
3. 1 SER. 

383.1 的 第 1 行 对 应 定理 3.1 PRI = 0, 同 高 连续 数 对 一 
8m 十 4 和 ?一 8m 十 5 即 (3.2.1) 式 的 数 对 族 , 所 对 应 的 子 奇偶 矢 
PENT (001) = (s) 和 4100} = {so} R vaCa) Pi v (n + 1). 

注意 , 表 3. 1 虽然 包含 了 无 穷 多 族 同 高 连续 数 对 族 , 但 每 族 
中 的 数 对 4 和 nn 十 1 例如 12 和 13, 20 和 21, 18 和 19, 22 和 23 等 
等 都 是 先 偶 后 亲 Cn 为 偶数 , n 十 1 为 奇数 ) K, AFEA 为 奇 
数 , n 十 1 为 偶数 ) 的 同 高 连续 数 对 一 对 也 未 包括 ， 
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3.1 


则 高 连续 数 对 ”和 ?十 lp na > 12) RFRA RED 


| 寻 的 子 奇偶 矢 其 所 十 1 的 子 奇偶 矢量 
: ” is) e) 
0 8m + 4 {0.01} = (G) {100} = {7} 
1 lêm + 2 {0101} = {s} | {11.00} = t) 
2 32m + 22 {sa} (sa) 
3 64m 十 14 Ís.) LOPS] 
4 128m + 94 (ta) t) 
5 256m + 62 {5,} 他 
6 2° -m + 382 (s) {s',} 
7 2° em + 254 {s,} (r) 
24 om +1534 dsa? ts) 
9 22 «m + 1922 (sa ds'a) 
10} 21. m + 6142 (s) {s o) 
11| 2" -m + 4094 {su} dsa? 
12| 2" «m + 24574 {siat (a 
131 2" ,m + 16382 (sa) t) 
14 | 27 -m + 98302 {su 人 
15] 2" «m+ 65534 (sa) {se} 
16 | 2° ,mt 393214 {se) (r, 
17 | 2 ¿m + 262142 (sa) i) 
18 | 27! + m + 1572862 {sib (a 
19 | 22 + m + 1048574 (sa) 人 
20 | 2% «m + 6291454 is (,.) 
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例如 数 对 29 和 30( = 13) 就 是 第 一 对 先 奇 后 偶 的 同 高 连续 
数 对 . 用 与 前 面 同样 的 方法 可 求 得 以 它们 为 源 同 高 连续 数 对 的 同 
高 连续 数 对 族 


n= 128m + 29, Cm = 0, 1, 2, =) (3.2.16) 
n+1=128m+ 30. `“ O i 
并 有 以 下 结果 : 


Tn) ={128m + 29,192m 十 44,96m + 22,48m + 11, 
72m + 17,108m + 26,54m + 13,81m 十 20，…}， 
T(r + 1) = (128m.+- 30,64m 十 15,96m + 23,144m + 35, 
216m + 53,324m + 80,162m + 40,81m + 20...) 
w@)= (1001101), 
vnn +1)= (0111100), 
hlad = h(n + 1) = 7 + h(81m + 20). 
通过 对 如 此 个 别 的 先 奇 后 偶 的 同 高 连续 数 对 的 分 析 ,， 综合 
AA, 可 得 到 以 下 的 定理 : 
定理 3.2 数 对 
n= 2S om + Be 4 (— DH eta 
A 
G = 0, 1, 2, 3m = 0, 1, 2, °) (8.2.17) 
的 长 为 i 十 5 的 子 奇偶 矢量 对 的 形式 是 


Vast) = (10011-- 1011 = (Y 0s}, 
iti 
vaasn +D = {011117 100) = {01s} 
iti 
《3. 2.18) 
B nZ wht, n fln + 1 是 同 高 连续 数 对 , H 
hin) = h@ +1) =i 5 HAM), (3. 2.19) 


RPM: aot em t Ape. gt C D. t 1. 
4 
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证 设 (3,2.17) 式 中 的 nn 和 n 十 1 的 长 为 i 十 5 BT SW B. 
ENA 
bigs (n) = (x(n), Cn), a(n), +, za GQ), 
fee + 1) = (ze (n t1), zi@ + Ds) ty G + 12). 
(3.2, 20) 
BRE 
ze (n) = 1, ein + l)= 0. ' (3.2.21) 
对 (3. 2.17? 式 的 和 ?十 1 分 别 用 函 教 C(n)》 ARTER, BA: 
Cn) = 3-2 em 3-24 (— tt 321 — 4, 
Cin + 1) = 2. m + a + (— ite at? — 1, 
x(n) = 0, z,@ + 1) = 1. (8.2. 22) 
Cin) =3-2ttem +3 (2 + (— 1) eg t — 2, 
Ci + = 3-2 emt 3-2? + (— tt. 3. .2t'— 1, 
ra) = 0, zon + 1) = 1. (3. 2. 23) 
Cn) = 302 emt 32+ (— pt 9 2 — 1 
Ci +) = 3% 2m + Be ait 4 (— D. 3-2’ — 1, 
a(n} 一 za(z 十 1) = 1. (3. 2. 24) 
Cin) = 322 2 om + 3 a+ (C ln T h, 
Cin) = 32 em + 3a + C DP. Bg 1, 
z. Q) = z,G@ + 1) = 1. G. 2. 25) 


CH= 3.2. m+ zeae (— Dt 3-2-1, 
CG +1) = 8th Bom + 3} 2 

十 (一 TD atte g 4, 
Zine) = Hz + 1) = 1. (3. 2.26) 
CH ian) = gt emt 32+ (- Di 3-1, 
Cin + 1) = 3⁄2,22.m + 3th 2 DT 33 一 1 
Tis) = z,+s@ +1) = 0. (8.2. 27) 
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Co = 9 am teu D1 


CHC + 1) = 322 7 2 * m + 3 + tr pit 3 — 1]. 


Za (n) 一 区 由 引 理 3.10), (3. 2. 28) 
Tiy + 1) = 00 81 BB 3. 1022). (3. 2. 29) 


CG) = 32 am + 1p E(t egy 
= M,, (3. 2. 30) 


CHG +1) = 34 , m + Liz Ee (— It gt — 1) 


= Ma (8.2.31) 

将 (3.2.21) 式 (3. 2. 22) 式 、…(3. 2.29) 式 代 人 (3.2. 20) R8 
得 (3. 2. 18) 式 ， 又 由 (3. 2. 30A 3. 2.31) RM n 2229 BÍ , ne 
十 1 是 同 高 连续 数 对 ， 且 (3. 2. 19) 式 成 立 . 定理 得 证 . 

由 定理 3. 2 可 得 无 穷 多 族 先 奇 后 偶 的 同 高 连续 数 对 族 ， 将 其 
列 出 ， 如 表 3.2 Hm. 

在 定理 3. 2 中 取 ; 一 2 得 到 表 3.2 的 第 3 行 , 即 (3.2.16) 式 的 
同 高 连续 数 对 族 及 其 所 对 应 的 于 奇偶 矢量 对 {10, ss) sn (01, s). 
再 取 闷 一 0， 得 到 该 族 的 源 同 高 连续 数 对 29 和 30. 

在 表 3.2, 子 奇 偶 矢 量 对 {10, s} 和 {01, s) 中 如 在 母体 和 
5 前 面 的 “10” 和 “01” 称 为 一 对 “前 缀 ”为 醒目 , 将 其 与 母体 用 去 
5“, ”分 开 . 而 表 3. 1 中 的 子 奇偶 矢量 仅 由 母体 构成 . 
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3.2 


MEAT n 和 十 1 中 的 n(n > 29) 及 子 奇偶 矢量 对 


i a n FRAR E |n 十 1 的 子 奇偶 矢量 
{10, so} {01, s) 
° 32m 十 5 {10, so} {01, O 
1 64m + 45 {10, s1} {01, s'} 
2 128m + 29 {10, s2} {01, s 
3 256m + 189 {10, sa} {0l, s) 
4 512m + 125 {10, sa} (Ol, rJ) 
5 2 + m + 765 {10 s} {01, s) 
6 24 ` m + 509 110, s) (01. 0 
T| 2". m+ 3069 00, s) {01, s} 
8| 22. m + 2045 {10, sa} {01, s.) 
9 | 2" -m + 12285 {10, s) {01, J) 
10| 2 «m+ 8189 {10, sy) {O1, s'io? 
| 2". m + 49149 £10) sy} {01, s'a? 
12] 27 .m+ 32765 (10, sa) {01，2 
13 | 2% +m + 196605 {105 5,3} (01, 1 
14] 2° -m + 131069 {10, s.) {01, s‘,,} 
15 | 2” m + 786429 110, sa) {01, ss} 
16 | 27 +m + 524285 {10, s} 101, sa 
17 | 27 +m + 3145725 {10, sp) (01, sy.) 
18 | 2° +m + 2097149 110, sa) (01, s'a) 
19 | 2% + m + 12582909 {10, s) (01, sg 
20 | 2 -m + 8388605 {105 559} {01, s.) 
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3.3 同 高 连续 数 对 族 的 其 它 形式 


任何 同 高 连续 数 对 4# 和 n 十 1 或 者 先 侦 后 奇 , 或 者 先 奇 后 偶 ， 
二 者 必 居 其 一 且 只 居 其 一 .那么 现在 要 问 : 表 3. 1 和 表 3. 2 是 否 包 
含 了 所 有 的 同 高 连续 数 对 呢 ? 回 答 是 否定 的 ! 研 究 表明 , 同 高 连续 
MU nant LAM MMF SE RRR AR BKM 1 和 表 2 
那样 的 “前 组 二 母体 ”的 结构 形式 , 很 有 规律 , 但 这 种 结构 形式 却 
可 以 变化 而 得 到 新 的 同 高 连续 数 对 族 。 
O ST ha E HZ 
“前 级 十 母体 ”的 子 奇偶 矢量 对 的 结构 可 以 是 
(10, 10, ---, 10, 011…101) 
| eT a ae (3.3.1) 
(01, 01，…，01， 11 1…100} 
a S 
其 中 i 与 7 各 自 独立 地 取 0，1，2，…. 即 有 以 下 定理 : 
定理 3.3 PA. 3.1) 式 的 子 奇偶 矢量 对 所 对 应 的 数 对 是 
同 高 连续 数 对 . 
定理 3. 1 和 定理 3. 2 都 是 定理 3. 3 的 特殊 情形 ， 当 了 一 0 时 得 
到 表 3.1, 当 J 一 1 时 得 到 表 3. 2. SER 一 2 一 0 1，2，3，…， 
则 得 到 新 的 同 高 连续 数 对 族 , 如 表 3.3 所 示 . 


表 3.3 各 高 连续 数 对 ”和 ”十 1 


ITEZLTITTWEUESUYZTTI WD ati 
{1 0, 10, so} {0 1, 0 1, s} 128m 十 49 | 128m + 50 
{1 0, 10, s) KO 1 0 1, sy} 256m 十 145 |256m 十 146 
{10,105 s} {0 ty O1, 8's} 512m + 209 | 512m + 210 
{10, 10, 55} HO 1, 01, 8's} 1024m + 593|1024m + 594 
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D 前 级 对 有 多 种 形式 
WRT 10 和 01 以 外 , 还 可 以 有 其 它 形式 , 如 11000 和 
00101 也 是 一 对 前 弧 . 如 子 奇 偶 矢量 对 
(11000,001) 
Voorn 100} 
对 应 新 的 同 高 连续 数 对 族 + 
n = 256m + 99, 
(; + 1 = 256m + 100. 
又 如 子 奇偶 矢量 对 
{11000,11000,001} 
[so 00101 100 
对 应 新 的 同 高 连续 数 对 族 : 
n= 29 +m + 6723, 
[ete l t m 
D ARL ROBY FT DL H 
MF ARE 
enone 10,001} 
{00101,01, 100} 
对 应 新 的 同 高 连续 数 对 族 : 
n = 1024m + 131, 
ñ + 1 = 1024m + 132 
以 上 讨论 了 由 前 绷 对 10 和 O1, 11000 和 00101 及 它们 的 组 
合 而 得 到 局 高 连续 数 对 的 问题 . 实际 上 进一步 的 研究 表明 能 作为 
BY AH AOE AR AE 10 和 01, 11000 和 00101 这 两 对 , 还 有 许 许多 多 
其 它 的 前 纺 对 类 型 。 并 且 类 型 无 穷 无 尽 . 表 3.4 列 出 了 能 作为 前 
级 对 的 一 部 分 前 级 对 ， 前 而 讲 到 的 前 缀 对 lo 和 01，11000 和 
00101 包含 在 其 中 .关于 表 3.4 的 使 用 方法 有 以 下 定理 : 
定理 3.3 设 n 和 "十 1 是 同 高 连续 数 对 , 它们 对 应 的 子 奇偶 
RERE) Milo), p 为 表 3.4 中 第 1 列 的 前 级 或 它们 的 组 合 ， 
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Cn = 0, 1, 2, ==) 


(m= 0, 1, 2, +) 


(m = 0, 1, 2, 0). 


pop’, Mipu Wipo) 对 应 同 高 连续 数 对 , H (pu) 对 应 的 是 较 
小 的 数 . 

PIM, 37 和 38 为 同 高 连续 数 对 , 它们 对 应 的 子 奇偶 矢量 对 是 
037) = {10,001} 和 vs(38) =.{01,100}), 取 p= 二 11000， 
Pp 一 00101op, 则 {p, 10,001} 和 {p', 01,100} 对 应 同 
高 连续 数 对 . 如 131 和 132 就 是 其 中 一 对 

表 3.5 列 出 了 能 作为 前 级 对 的 另 一 些 前 级 对 . 关于 表 3.5 的 
使 用 方法 有 以 下 定理 ， 

定理 3.4 设 wx 和 nn 十 1 是 同 高 连续 数 对 , 它们 对 应 的 子 奇 但 
RE We) 和 {v'}，{v} 的 第 一 个 数 是 1, 9 为 表 3.5 中 第 1 列 的 
前 缀 或 它们 的 组 合 , arog’, Migu) A {g'u} 对 应 同 高 连续 数 对 ， 
Higo) 对 应 的 是 较 小 的 数 . 

例如 , 17539 和 17540 为 同 高 连续 数 对 , 它们 对 应 的 于 奇偶 矢 
量 对 是 mo(17539) = (11000, 10, 001} 和 mo(71540) = (0010 
1,014,100}, Rg=01100011,¢ =11101000 eq, 
W qu! } 和 {g'v} 对 应 同 高 连续 数 对 . 如 55430 和 55431 就 是 其 中 一 
对 . 

表 3.4 和 表 3.5 可 以 结合 起 来 使 用 , 例如 : 


£ H ¥ 
{0011001,11101000,11000,10,001} 
部 z ¥ ú 


| 


所 对 应 的 网 高 连续 数 对 中 有 
n = 21 389 643, 
n + 1 = 21 389 644. 


= 326 


R34 MB p 3 p 


We p BOR e 
10 01 
11000 00101 
1101000 0011001 
11001000 00100101 
11011000 00111100 
11100000 900011001 
li10v1000 000111100 
110101000 001101001 
1101001000 0011000101 
1101011000 06110111006 
1101010910006 00110101001 
110611100000 00111001001 
11100001000 00011000101 
111001100000 000111001001 
110011001000 001000111100 
110101001000 001101000101 
最 后 需要 指出 的 是 : 


《1) 同 高 连续 数 对 总 是 以 定理 3.3 或 3.4 所 描述 的 方式 出 现 ， 
迄今 没有 发 现 例外 的 情况 


(2) 每 对 同 高 连续 数 轨 迹 序列 元 素 的 非 重 要 部 分 所 对 应 的 子 
奇偶 矢量 对 总 是 以 母性 S, MS 结尾 ， 阁 今 没有 发 现 例 外 的 情况 - 
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RIS We 


WH Wad? 
000011 101000 
0001101 1011000 
0100011 1101000 
91001101 11011000 
01100011 31101000 
000010101 101001000 


011001101 
911100011 
0001011061 
0100010101 
0100111001 
90010111100 
01001011001 
01100010101 
01100111001 
000010111100 
01100101190901 
011001111100 


111011000 
111101000 
10611100000 
11016001000 
1101101000 
161119001000 
110111000090 
111010010006 
11101101000 
101001011000 
111011100000 
111011011000 
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4 L—tuple 


4.1 什么 叫 工 一 tuple 


上 和 节 介 绍 的 “ 同 高 连续 数 对 ”是 伴随 Collatz 猪 想 这 一 特殊 问 
题 出 现 的 .“ 同 高 连续 数 对 ”就 像 自 然 数 中 的 “ 亨 生 紊 数 ”那样 奇特 
有 趣 .所谓 “ 亭 生 素数 ”就 是 “ 双 胞 贻 宗 数 ”， 通 常 指 二 相 邻 奇数 都 
是 素数 , 如 3 和 5, 5 和 ?7, 11 3013, 17 和 19 FYRE FERK 
COPD”. 除了 “双胞胎 罕 数 ”外 ,“3 胞 胎 素 数 ",“4 A ma" SE 
BA b ERES. 如 3,5, 7 就 是 第 一 个 “3 WERA”, 9009 
“SWAR” 就 很 难 找 了 . W ARERR” UE, 除了 “2 胞 胎 
同 高 连续 数 ” 即 上 节 已 经 介绍 的 “ 同 高 连续 数 对 ”之 外 , 还 有 “3 胞 
腑 同 高 连续 数 ”,“4 胞 胎 同 高 连续 数 ” 等 等 . 本 节 就 来 讨论 这 个 问 
m. 

定义 4.1 MRIS 2 PERM BRM n, t lint 2, n 
士 z 一 1 局 高 , 且 它 们 不 能 前 后 扩展 , 否则 不 都 同 高 , 则 这 /个 同 
高 连续 数 称 为 一 个 /一 tuple,/ 是 此 tuple 的 长 度 , 而 这 ?2 个 数 中 的 
每 个 数 称 为 属于 这 个 — tuple 的 数 . 

象 同 高 连续 数 对 一 样 , 这 里 同样 需要 指出 的 是 , 迄今 为 止 大 
量 的 验证 无 一 例外 地 表明 ， 如果 这 /个 连续 的 自然 数 同 高 即 在 对 
它们 各 自 渤 代 归 1 前 过 程 中 用 2 除 的 次 数 相同 , 则 在 此 过 程 中 用 3 
ROKR m 也 相同 . 这 也 是 令 人 称奇 的 . 

REX, 12 与 13 构 成 一 个 2 一 tuple, 这 是 第 1 个 2 一 tuple; 
28,29,30 构成 一 个 3 一 tuple(h = 13,m = 5), 也 是 第 1 个 3 一 
tuple, 注意 依 定 义 28 和 29, 或 29 和 30 都 不 能 称 为 2 一 tuple. 但 
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都 可 称 为 同 高 连续 数 对 . 

除了 2 一 tuple,3 一 tuple, 还 有 4 一 tuple,5 一 tuple 等 等 , 例 
如 , 第 1 个 4 一 tuple 是 314, 315, 316, 317(k = 26,m = 11); M 
第 1 个 5 一 tuple 可 从 图 1.1 的 Collatz 树 中 找到 :98,99,100,101、 
102(h = 18,m = 7). 人们 在 研究 中 不 断 发 现 更 长 的 tuple, 例如 文 
[1] 公布 了 一 个 17 一 tuple :7083,7084,…,7099. 实际 上 它 是 第 主 
个 17 一 tuple. 文 [3] 称 发 更 了 一 个 52 一 tuple ,但 未 公布 . 笔者 在 
研究 中 得 到 了 表 4.1. 该 表 列 出 了 区 间 [1,2*)(2* = 4.2 X 10° 
的 自然 数 中 所 有 / 一 tuple GQ Z 2) 的 个 数 和 第 1 个 ! — tuple 的 起 
BRE AM m WA, 其 中 52 — tuple(3264428 一 32644794 = 
136, = 72) 是 该 区 间 中 最 长 的 一 个 tuple. 


表 4.1 RAL, h? 一 taple 的 分 布 情况 


| tuple 第 1 个 1 一 tuple 
的 个 数 | RBR | 用 2 除 的 次 数 (高 h)| 用 3 SRA KË On) 

2 469633 12 7 2 
3 244346 28 13 5 
4 87680 314 26 11 
5 57864 98 18 7 
6 44856 386 6 2 
7 18723 943 11 5 
8 9938 1494 | 33 14 
9 3712 1680 30 12 
10 3572 4722 41 16 
11 3020 6576 89 48 
12 1724 11696 93 50 
13 1154 3982 36 15 
14 932 2987 34 14 


w 
° 


I l — tuple 第 1 个 上 一 tuple 
的 个 数 | 起 始 数 | 用 2 除 的 次 数 ( 高 h)| 用 3 RERE) 

15 1422 17548 92 49 
16 508 36208 31 10 
17 457 7083 40 17 
18 118 59692 51 22 
19 168 159116 54 23 
20 167 79592 53 23 
21 100 57857 108 58 
22 96 212160 56 24 
23 91 352258 a 33 
24 Gi 221185 64 29 
25 51 57346 54 24 
26 58 294913 66 | 30 
27 24 252548 118 63 
28 19 530052 70 32 
29 13 331778 63 28 
30 22 524289 70 32 
31 18 [1088129 136 73 
32 8 913319 131 70 
33 4 2065786 129 67 
34 6 1541308 127 67 
35 5 [1082875 128 68 
36 5 1264924 87 42 
37 0 

38 1 3705089 79 36 
39 2754368 131 69 
40 2 596310 67 30 
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l — tuple 第 1 +1 — tuple 
z 

的 个 数 | ERR | 用 2 除 前 次 数 ( 商 AD) 用 3 RAKK) 
4 I 1 2886352 139 74 
42 o 
43 1 3350448 79 36 
44 1 3848468 141 75 
45 0 
46 ° 
47 1 3247146 136 72 
48 0 
49 o 
50 9 
51 o 

-十 

52 1 3264428 136 72 


4.2 L — tuple 的 无 限 性 


324.1 GARR, 2 一 tuple,3 一 tuple,…,52 — tuple 在 区 间 [1， 
2?) 几乎 都 存在 ， 人们 自然 要 问 :这些 tuple 在 区 间 [2”,00) 还 有 
吗 ? 若 有 ， 是 有 限 多 个 还 是 无 限 多 个 ?下 面 的 定理 可 以 回答 这 些 同 
题 . 

定理 4.1 MRHRARRIS 2, 存 在 ! tupe, WERE 
玩 限 多 个 1 一 tuple. 

证 设 ! 个 连续 自然 数 

nn 十 有 十 2 十 :一 1 

构成 一 个 7 一 tuple, 且 每 个 自然 数 在 选 代 归 1 过 程 中 用 2 除 的 次 
数 是 A, 用 3 RRA m ER m 2 1). > 
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k= T rE EERO, RD 
则 以 下 4 个 数 
ntkntkt din tht Qin th tl —14. 22) 
也 是 一 个 1 一 tuple. 这 是 因为 
《1) 由 于 


2 — 220 = 1 (mod3"), 

《这 里 Ø E Euler KA) MAA TERR, 从 而 (4.2,2) 式 中 的 1 个 新 
WE PEN ER 

(2) 这 个 新 数 的 每 一 个 经 过 次 迁 代 后 变 成 

1+2 — 1 = a 

HALI- KERER ARAA. 2.2) 式 中 的 ! 个 数 构 
成 一 个 1 一 tuple, 且 每 个 数 的 高 为 彤 十 3" :2 迭代 中 用 3 RAY 
次 数 为 wm. 最 后 由 (4. 2. 1) 式 中 正 整 数 i 的 任意 性 知 (4.2. 2) 式 表 
mi i tupe 有 无 限 多 个 . 定理 4, 1 得 证 ， 

由 定理 4.1 可知, 若 对 某 自 然 数 ! 之 2 找到 了 一 个 ! 一 tuple， 
则 由 (C4.2.1) 和 《4. 2. 2) 式 可 以 找到 无 限 多 个 1 一 tuple. 由 此 可 
A, 324.1 所 列 的 2 一 tuple,3 — tuple,52 — tuple 等 等 既然 存在 ， 
则 它们 在 自然 数 中 都 有 无 穷 多 个 . 


4.3 ”关于 最 长 的 L 一 tuple 


表 4.1 说 明 52 — tuple 是 区 间 [1,2”) 中 最 长 的 tuple AR 
有 人 相信 它 是 区 间 [1,00) 中 最 长 的 tuple, 也 就 是 说 相信 在 区 间 
[l œ) 中 一 定 有 比 52 一 tuple 更 长 的 tuple. 实际 上 通过 检验 , 可 
以 发 理 比 52 — tuple 更 长 其 至 长 得 多 的 tuples. 表 4.2 给 出 了 一 些 
RA PRK tuple 的 长 度 等 信息 . 其 中 起 始 数 为 136,696,632 的 
120 一 tuple(h = 162,m = 85) 就 比 52 一 tuple 长 得 多 . 
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表 4.2 给 定 区 间 中 最 长 tuple 的 长 及 高度 表 


最 长 选 代 次 
整数 区 间 tuple 的 长 EARE maa 用 3 RA 
(O~ 1) x 107 65 5772712 140 74 
O~ 2) x 10° 89 18341744 148 78 
(2 ~ 3) x10 96 24455681 150 79 
《3 一 4)》 X 10 73 32607574 152 80 
(4~ 5) x 10” 70 41784362 108 52 
(5 ~ 6) x 10° 76 51489056 159 84 
(6 — 7) X 107 70 67722582 180 97 
(7 一 8) X 107 71 70511160 104 49 
(8 — 9) x 19 79 86503338 155 81 
C9 ~ 10) X 10 98 98041684 114 55 
GQ — 1.1) X 10 81 101583873 179 96 
CL 1~ 1.2) X 105 87 418151698 157 82 
C1.2~ 1.3) X 108 90 123868257 146 | 75 
{1.3~ 1.4) X 10% 120 136696632 162 85 
(1.4 — 1.5) X10 86 148566784 113 54 


但 120 — tuple 也 不 是 区 间 [1,co) 中 最 长 的 tuple, 还 有 比 它 
长 得 多 的 tuple. 笔者 曾 搜索 到 一 个 310 一 tuple( 起 始 数 为 6 622 
073 000,h 一 142,m = 69), 文 [4] 的 作者 更 是 煞费苦心 , IR 
到 了 一 个 35654 — tuple 8 Hh 2 + 1,h = 2204,m = 1075)! 
这 恶 怕 是 迄今 所 发 现 锡 一 个 最 长 的 tuple 了 .由 定理 4. 1 知 如 此 长 
的 tuple 在 区 间 [1,co) 中 还 有 无 限 多 个 ,这 不 能 不 令 人 喷 喷 称奇 ! 

# E, 我 人 有 理由 断言 , 最 长 的 tuple 的 长 度 会 随 搜索 区 间 的 
增 大 而 增 大 , 并 且 这 种 增 大 是 无 界 的 , 就 是 说 区 间 [1,co) 中 最 长 


的 tuple 的 长 度 Les 
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= co. 


4.4 RIM ee 


由 前 面 的 讨论 可 知 ， 自 然 数 中 属于 同 高 连续 数 即 上 一 tuple d 
22) 的 数 有 无 限 多 个 . 但 也 存在 不 属于 任何 1 一 tuple 的 数 , 例如 
对 任何 KE N, 数 关 与 它 前 后 相 邻 的 数 就 不 能 构成 tuple, 这 样 的 
数 我 们 称 为 牟 立 数 ， 所 以 孤立 数 也 有 无 穷 多 个 . 属于 1 一 tuple 的 
数 又 称 为 非 孤 立 数 ， 为 定量 地 比较 非 珀 立 数 与 孤立 数 到 席 哪 个 
多 ， 我 们 现在 考察 当 区 间 给 定之 后 ， 其 中 的 非 孤立 数 在 该 区 间 所 
有 自然 数 中 所 占 的 比例 即 密度 是 多 大 这 个 问题 . 

Em REKAL, ANEN) 内 所 有 非 孤立 数 的 个 数 , DOK) 
表示 该 区 同 内 所 有 非 孤立 数 在 该 区 间 内 所 有 自然 数 中 所 占 的 出 
例 ， 即 同 高 连续 数 在 该 区 间 的 密度 ,也 称 为 非 孤 立 密度 ， 则 


PMA = 4, 在 区 间 [1,24] 内 只 有 两 个 tuple 即 2 一 tuple: 
12 和 13,2 一 tuple:14 和 15， 非 孤立 数 共 4 个 , 其 它 11 个 数 都 是 
WER, B k DA) = É = 0.25. 又 如 取 = 5, E [1,25] 8 
有 5 个 2 一 tuple:12 和 13, 14 M15, 18 19,20 M21, 22M 23, 
1 个 3 一 tuple:28,29 和 30, 非 孤 立 数 共 13 个 , HE 18 个 数 都 是 
孤立 数 , Bt DG) = Fx 0.41 > DW. 
BEA. 3 TUM TLL ANK = 1,2,…,24] 内 非 弧 立 数 的 个 数 
和 密度 . 该 表 说 明 随 着 区 间 的 扩大 , 不 仅 非 孤立 数 的 个 数 不 断 增 
£, 而 且 密 度 单 调 增 大 ， 当 上 = 24, 密度 就 已 达到 D(24) = 0. 
7248. Wik, 我 们 有 现 由 猜测 
JimD() =1. (4.4.1) 
HFMUMRALRS, CDA k £2Z X. BAD)< 
1. 但 如 果 (4.4.1) 式 正确 , 则 只 要 大 充分 大 , 就 可 使 区 间 [1,2*] 
sale 


中 99% 以 上 的 数 属于 非 孤 立 数 即 属于 7 一 tuplesG 2). 又 由 于 
RY i 一 tuples 的 每 一 个 数 都 满足 Collatz 猜想 ,， 故 不 满足 Collatz 
猜想 的 数 ( 它 们 是 Collatz 猜想 的 反例 ， 如 果 存 在 的 话 , 它们 一 定 
是 孤立 数 ) 只 是 极 少数 ， 


24.3 RANY) PAM HS DE) 


及 最 长 tuple HEE. 
EMY | DG) EMY | DC) 
1,2" L. | [1,24 L 
2] 数 个 数 | CH) ] 数 个 数 | (%》 
[r,27 o 9 [1,2 5340 | 65.19 | 17 
(1,277 ° ° 1.2%] | 10802 | 65.93 | 17 
[1,2] 0 ° [1,26] | 21925 | 66.91 | 17 


1,247 4 25.00 | 2 1.2] | 44511 | 67.92 | 25 
gjj] 13 40.63 | 3 | [1,27] | 90024 | 68.68 | 25 
[1,21] 32 50.00 | 3 1,2] | 182048 | 69.45 | 27 
[1.277 | 69 53.91 | 5 | £1,2'] | 367482 | 70.09 | 29 
[2] | 147 57.42 5 | [1,22] | 740758 | 70.64 | 40 


0,2] | 303 59. 18 6 1,22] | 1491673 | 71.13 | 40 
[1.26J | 620 | 60.55 7 | (1,2) | 3003711 | 71.61 | 52 


[1,2"] 1270 62.01 9 (1.2%) | 6045633 | 72.07 65 


[1,22) | 2618 | 62.92 | 14 | [1,2%> |12159386| 72.48 | 77 


4.5 可 聚 结 数 对 


考察 图 1.1 的 Collatz 树 可 知 , 树 上 每 个 顶点 (自然 数 )n 都 用 
唯一 一 个 稍 指 向 另 一 个 顶点 人 na 一 CCn)), 同时 也 有 一 个 或 两 个 别 
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的 顶点 用 箭头 指向 nC2n en De Ny, Pl. n), 


如 n = 20,8) 20> 10; m 40— 20,8 13 — 20. 又 如 n = 40; 则 40 
一 20, 而 只 有 80 一 40. 树 中 的 每 个 顶点 都 可 以 看 作 其 它 数 的 * 聚 
结 ” 点 . 

定义 4.2 对 于 nn EN, # CM = Ct), BR Cin) 1, 
Ca) 关 1G 二 1,2,, k) Wn 和 nm BRAS, HC) 
= Cin’) An Ain! 的 聚 结 点 ;特别 , 当 n = n 十 1 时 称 n 和 mn 
十 1 是 可 聚 结 连 续 数 对 ; 若 J 是 使 得 CCn) = Cn’) 的 最 小 k 值 ， 
Wen 和 n' BI RRS CM) = Cin’) An in! 的 
BAERGA. 

wlan, C17) = C53) (k > 3), J = 3. 17 和 53 EUREK 
对 , 且 是 3 KERAK. CAND = C1(53) = 20,20 是 17 M53 
的 首次 聚 结 点 . 10, 5, 8, 4, 2, 1 HREM MRE. 

又 依 定义 可 知 :] 一 tuple 中 的 任意 二 数 必 是 可 聚 结 数 对 ; 同 高 
连续 数 对 必 是 可 率 结 连续 数 对 . 

下 而 考察 可 来 结 连 续 数 对 在 区 间 的 密度 . 

定义 4.3 设 n 和 na 十 1 是 区 间 [1,2] 上 的 了 次 可 聚 结 数 对 ， 

Q) 如 果 J 志 上, 则 称 n 和 n 十 1 是 该 区 间 上 的 条 件 可 聚 结 
Sot; 

(2) MRI>k WK n fin 十 1 是 该 区 间 上 的 无 条 件 可 桶 
结 数 对 . 

例如 , 区间 [1,25] 上 全 部 可 来 结 连 续 数 对 是 12 和 13(] = 3)， 
18 和 19( 一 4),20 和 21(J 一 3),22 和 23(] 二 5),28 和 29(J] =3), 
29 和 30( 一 7), 共 6 对 , BD #{n < 2 ln Mn+] ETRA 
ME} = H(12,18,20,22,28,29) = 6, M 5 WAJ <k — 5, 故 是 条 
件 可 聚 结 数 对 , BD Hin <2 |n An + 1 TRA 
Mt) = #(12, 18, 20, 22, 28) = 5, m% 6 3t 29 M30 J — 7 > 
k, 故 是 无 条 件 可 聚 结 数 对 . 若 在 区 间 [1,27] 上 考虑 ， 则 6 对 都 是 
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条 件 可 聚 结 数 对 了 . 
定义 4.4 区间 [1,2*] 上 可 聚 结 数 对 的 密度 用 DC2" 表示 ， 
定义 为 
DO) = tf [n << 2 |Çn Mat 1 ATR) / 22. 
定义 4.5 区 间 [1,2*] LAAT B $8 E Pt 38 31 85 8 B£ J 
D2) BR, EMA 
DQ) = #t (n < 2 |x f n + 1 ISR) 次 可 聚 结 数 对 } /22. 
Bl, D(2°) = 6/25 = 0. 1875; D,(2°) = 5/25 = 0.15625. 
引 理 4.1 设 ” 和 ”十 1 是 了 次 可 聚 结 数 对 ,， 则 = + m - 2” 和 
n + 1-+ m+ Z (m= 0,1,2,…) 也 是 了 次 可 聚 结 数 对 ， 
证 g 
Ta) = (no mo ts teeny np hs 
Vi (n) = [zo Zis t, Ly, Fs), 
T@+ m + 2?) = (atm), (n + m Fs es 
tm Pia, G+ m Ds, h, 
Vag Cae m= 27) = 人 
仿照 定理 2、1 的 证 明 并 利用 推论 2，1， 可 得 
a= =G = 01,2,--,J — 1), 


二 (4.5.1) 


同 理 可 得 
Gatim) = @ + 1); + ms 3tat—+=, 
(4.5.2) 
H T n Ain + 1 J RRA SOF, n, = G+ 12, 5.1) 
54.5.2) 两 式 的 右 端 相等 . 左 端 也 应 相等 ; 

@m +m + 2), = @m + 14 m + 2), 
Matm- 2 5 n + 1+ m + 2 是 本 次 可 票 结 数 对 引 理 4.1 证 
H. 

定理 4. 2 DOO 是 单调 增加 的 ， 即 DCD SD 
-44e 


= 1,2,3,-:). 

证 假设 ”和 ?十 1 是 区 间 [1,29] 上 的 任 一 对 Js 有 ) 次 可 
RARAN. Fa5|3E 4.132 2 H n + 1 + 2! B k KIRAR 
对 ,又 它们 显然 在 区 间 [ 关 十 1,2:+!] 中 , 且 是 区 间 [1,24+!] 中 的 
eT RSH AW Sk +1). 这 说 明 , 当 区 间 由 [1,2*] 扩 大 
一 信 到 区 间 [1,2"+!] 时 , 区 是 [1,2*+!] 中 的 可 涌 结 连续 数 对 的 数 
目 至 少 比 区 间 [1,259] 中 的 可 他 结 连 续 数 对 的 数 自 多 一 倍 . 于 是 有 

D2 )== (nS 2 \n fl n + EISD 次 可 育 结 数 对 }/2: 
Hinge nan + 1. J 
(< k + 1) KH SE RH} /7241 
= D. (2t) (k= 1,2,3,.), 
Bp D,(2') 是 单调 增加 的 . 于 是 定理 4. 2 得 证 . 

例如 ,在 区 间 [1,2:] 上 有 1 对 条 件 可 素 结 连续 数 对 12 和 13， 
将 区 间 扩 大 1 售后 , 在 区 间 [1,29 上 必 至 少 有 2 对 条 件 可 聚 结 连 
续 数 对 : 12 和 13，12 十 2 和 12 十 1 十 2+ B 28 和 29 (实际 上 共有 
5 对). 

以 上 证 明了 DiC2*) 的 单调 增加 性 . 笔者 猜想 :DD(2:) 也 是 单 
调 增 加 的 . 
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5 项 公式 与 停止 次 数 


本 节 介 绍 和 讨论 3N 十 1 猜想 研究 中 几 个 基本 概念 := 的 项 公 
式 , x 的 完全 停止 次 数 A), n h iS IL KE (n), z 的 系数 
停止 次 数 *(m)? 以 及 它们 之 间 的 关系 . 


5.1 n 的 项 公式 


先 看 一 个 例子 , 取 a = 7, 有 
TM= {CT), CMT), CHT)» =) 
= (7, 11, 17, 26, 13, 20, 10, 5, 8, 4, 2, 1, 2, 1, e=), 
G-1.1) 
»(7) = (11101001000101=) (5.1.2) 
对 了 (7) 的 项 C (7), CRT), = 作 如 下 分 解 : 


om == t+ 
(4 7+4) +1 ; 5 
CM = 17 一 ; =2.744, 
9 5 
(tert ]+1 
_ 4 4 27,04 19 
C37) = 26 2 8 t+ ° 
CD = 13 = 7 +B, 


sn =20=81.7 | 3 
OM =20= 5,71 + 
sn =10 = 81.74. B 
CN = 10 = BT t+ ee 
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128“ 128 
k= <l. = = 7). 
cn = a= P: T+ i 
on == BS 5 
on == BS 7 He, 
ong =1= BS r+ BEG — z, ID. 


. 1.3) 


对 一 般 的 自然 数 "， 若 已 知 其 奇偶 矢量 v(x), MAA vO) 的 
元 素 表示 n 的 一 般 项 CHR = 1, 2, …) 呢 ? 有 下 面 的 定理 : 
定理 5.1 对 任 一 x E N, 设 


记 

则 

其 中 
证 
《1) 


win) = {zon), zX (n), man), se). (5.1. 4) 


s(n) = zon) + m (n) fe + ti), 《5.1.5) 


AG) = 2 + 34, (5.1.6) 
Cn) = AG) * n + na), (5.1.7) 
一 公开 十 五 wp Set 
rn) = PARA + 1 + + X | (5. 1. 8) 
对 大 用 归纳 法 证 明 . 


当天 一 工时 , # z =m) = 0, W sitia) = r = 0, 


amar .一 二 ,nkm) 一 分. 型 一 0, 有 
y 


2 
OM) = r: 一 为 (na entra), 


47 。 


BS.1,7) ASH = 1, M0) = h Am = È, n = 
1 
La 

Om) = ml = 4 ntn), 


即 (5. 1. 7) 式 也 成 立 , 
D BRG. LDAN 成 立 . 由 于 
Chin) = CCC) = EEEO T a, 


2 
利用 (5.1. 5) 一 (5. 1.8), 可 得 
CMa) Sa ent + 
=e kent 7 snt? 
=i nenti A 
atate +a)? 


= 2 


S274). gist en +4 | 27 EHD ght 


Zo, Z, 2-1 =, 
Rtg t = + S + pate] 


Aiza =Z | T p Za A 
Shatt lk Ta te tHE] 


=A "n E ra. 
G. 1.9) 
其 中 
» 48 。 


-u a 
A = 2 tD. gia, 


学 Ze 


ren = hr = a +3 tet El 


(5.1.9) RAG. 1.7) Wm, 1.7) 中 的 可 代 之 以 十 1. 
由 (1) 和 (2), 定理 5- 1 得 证 . 

定义 5.1 称 (5.1.7) 式 为 n 的 项 分 解 公式 , 简称 "的 项 公 
HK. SOR AG) RA n 的 系数 ;r,(n) 称 为 n 的 余 项 . 

定义 5.2 Mall, HCO) = 1 的 最 少 先 代 次 数 & 称 为 n 
的 完全 停止 次 数 , 记 为 Cn) ERRED REE, WE 

tla) = e°, 

依 以 上 定义 ,x 的 完全 停止 次 数 4(n) 即 x 的 高 hn). 

定义 5.3 Mn > 1, HCO) 之 n 的 最 少 选 代 次 数 k 称 为 
的 足够 停止 次 数 , 记 为 i(n) ;车 这 样 的 不 存在 , 则 定义 

t, (n) = co 

定义 5.4 Mal 1, HAG) < 1898738400 RA n 

的 系数 停止 次 数 , 记 为 (x) ;车 这 样 的 不 存在 , 则 定义 
t(n) = oo. 

依 定义 易 知 , SME ARK n > LBA 1,G) < co， 则 必 有 
LD <o; RZ, SMS ARM n> 1 PAL) < cc， 则 必 有 
t,(n) <oo, 于 是 由 3N 十 1 猜想 的 等 价 命题 3.1 可 以 得 到 以 下 等 价 
命题 : 

3N 十 1 猜想 的 等 价 命题 5.1 HEM ARR > 1, 有 

t, (n) < co. 

依 此 命题 , SHS? ARB > 1, 都 存在 各 自 对 应 的 有 限 先 
TERRA, 0648 C'O < n, 则 足以 证 明 3N 十 1 狂想 成 立 . 这 也 是 
AGEL) 为 二 的 足够 停止 次 数 的 原因 . 

从 (5.1.3) RBH AG) — h(7) 一 11，4(7) = z,(7) = 7. 

关于 的 三 个 停止 次 数 的 关系 ， 有 以 下 定理 : 

定理 5.2 对 任何 自然 数 n 沁 1, 有 
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LG) < (n) Sta). (5. 1.10) 
证 BR, LO) St), t.G@) Sh). TF WE z, (n) < t, m). 
因为 zt = t. BEC) 之 的 最 小 的 &, H (5.1. 7) X, 有 
À alent nln) < n. 

BERPA r, Q) 2> 0, MA G) < 1. Ë z,(@) < t, = t(n). 定理 
得 证 . 

注意 。 不等式 tCn) <1) 中 的 “< 一” 目前 从 理论 上 不 能 去 
H, BEREALA =A = 7( 见 (5.1,3) X), “< ”号 去 挤 
T. 并且 通过 对 大 大 小 小 的 * 进 行 检验 而 无 一 例外 地 表明 tCn) 一 
tn). 但 状 理论 上 证 明 这 一 等 式 至 今 未 彻底 解决 , 仍 停 留 在 猜想 
St Rik. 不 过 读者 将 会 看 到 在 一 定 的 限制 条 件 下 可 以 证 明 

tn) = t,@). 

定理 5.3 两 个 自然 数 ” 和 m 有 相同 子 奇偶 矢量 v, = (mo, 
zi s Za) 的 充分 必要 篆 件 是 二 mCmod2*). 

证 ” 先 证 充分 性 . HA n = m(mod2"), KHER, 使 得 入 
=ni PLA 

C'Om)= C'@ + t+ 24) 
HCG) Ti 2-H OiR 

(定义 ohn) 一 0) RAAK < k — 1 Bz + 2: 35 HAR, 
所 以 CCm) 35 C'(n) HABER, FE z Gn) = z(n) (O<: 
< k — 1), Bl Gn) = v,(n) 一 和 .于 是 充分 性 得 证 ， 

FEDER. h na) = non) =, A 

na) = zm) =r OS < k — 1), 
s(n)= sm) = ze H z, + = H za 
=s (gig), 
AC) = 277 + Bu = 2: + BM 
= m) = AG SIS), 


rln) = r, m) = Aaa + mar! oe Paya Ait) 


-50。 


Cn) = AG) en + ne), 
CCm) = Aln) -m + raim), 


Cn) — CGn) = À (a — my = 2” a= m, 
注意 到 上 式 等 号 两 边 都 是 整数 , 且 3* 与 2* 互 素 , 故 


n = m(mod 2"), 


于 是 必要 性 得 证 . 

推论 5.1 将 n 映射 成 ytn) 的 函数 是 以 2 为 周期 的 函数 ， 其 
RA THO, 1}， 即 长 为 的 奇偶 矢量 w= (zo, zi, or TH} 
的 全 体 . 

Wale} CO SiSk-—1) WAN, 1} 中 的 奇偶 矢量 , Q < 
h << ERS HAREN. 4 

A = [=,, = zo x S E zi. = a] 

表示 区 间 [1，2*-:] 中 满足 条 件 z; Q) = GOS j < & — 1) 的 = 的 
集合 ，PA 表示 这 样 的 ERAL, 2] 所 有 自然 数 中 所 占 的 比 
例 , ig, ma os z... 可 视 为 随机 变量 族 zy z. o: 中 的 变量 - 由 
定理 5.3 和 推论 5. 1 可 得 到 以 下 定理 . 


定理 $5.4 

PA =P[=, = Eor z, = Er TH, = Sd 
= lim {Lon < mle, =5,0<j<h—1) 
=> (5.1.11) 


其 中 为 计数 函数 ,与 t 等 效 . 
在 利用 定理 5. 3 和 推论 5.1 证 明 此 定理 时 需 注意 : 
ORAC Ao] 中 的 自然 数 所 对 应 的 长 为 丸 -1 0 SHBA 
Eh, MER t, = s, z, =e o a 的 子 奇 俩 矢量 
的 个 数 为 BA = i, A 
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A 
PASH 


QOH P ERS io 的 取 值 无 关 ， 因而 
PA= lim PA = 1 


oe 2 


X b = 1 B) (5.1. 11) 式 变 为 
Pla, =e] = lim | win < mijn) = °) = $. 


{5.1.12) 
ERB ERA. 
定义 5.5 iBln.A] = (m € N|m = n(mod2!} 称 为 的 模 2* 
ER. 
定理 5.5 Em € [nk], B LG) = k, Meda) = k. 
证 ”由 定理 5.3 知 zn) 二 zm) OKIL- RA 


sa) = sm) (Sia), 
Am) =AGn) Ei), 
Clan) = Atm) en tri), 
C'n) = AG) im + rm). 
因为 i(n) =k, 
所 以 
Am) Sl, 4G) 21,5, Anm lANN, 
hm) Z 1, An) S 1, et, Aan) 2: 1, À@n) < 1. 
于 是 有 tlm) 一 大 ,定理 得 证 . 
本 定理 说 明 , Bek] 上 的 所 有 自然 数 的 系数 停止 次 数 
An) WER k. 
定理 5.6 CM) <nen(M/A-AaG@)<n (5.1.13) 
证 此 等 价 关系 可 由 (5.1.7) 式 得 到 . 


rin) 


i alan) = IAG’? 
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则 有 以 下 引 理 : 
引 理 S$.1 Hm [nk] W! 
olm) = on). (5.1.14) 
定理 5.7 Eta) =k, 则 存在 ME N, EK m € [nk] 
H m Z M BI, @tGn) = k. 
证 RMEN, 使 得 oCn) <nt+M-2', XR i € N, 使 得 
t: M.W] m = n tt. 2: € [ak], B m Z M. MSG, 有 


amo + t - 2) =o < n + M ° 2 
Kn +t- = m, 


BJ 

rm 

ten < m. 

由 (5.1.13) 式 ， 得 

Chon) < m. 
由 此 有 

L.G) < Ë. (5.1.15) 
但 由 (5. 1. 10) 式 及 定理 5.5， 知 

tm) D te (m) = t,G) = k, (5.1. 16) 


由 以 上 两 式 得 到 i.Cm) = k. 于 是 定理 得 证 . 
定义 5.6 定义 Pfi. = 有 为 区 间 [1, 2:] LAERE = 
ERRARE n 所 占 的 比例 ， 即 
Pl =#] = 4+ ln € [的 入 CD = B). (5.1,17) 
类 似 地 可 定义 Pi < k] fü P 2 k). 
定理 5.8 对 每 一 自然 数 , RE 
F@) = lim| pa mht) SB] (5.1.18) 
存在 , 且 
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F(R) = Plt, 2 EJ. (5.1.19) 

E EL) 一 A， 则 由 定理 5.7 知 只 要 r(E N) 充分 大 , 就 

有 zz tr. F) = k. 这 说 明和 集合 {fn € Nja) = ky Ni (n € 
Njim) = k) 最 多 相差 有 限 个 点 .再 由 定理 5.5 知 


Plt, =] = lim Ç + pln < m fiela) = h), 


也 就 有 
Pn = 4] — lim È + pfn S m lian) = h). 
# F)= lim + + pln L mlt (0) >b) 
+ (n < m |*, k) 
+ Hn K Ë eG) Z= k} 
= fered © [的 lp Sk) 
= Plt. >k] 
于 是 定理 得 证 . 
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下 面 研究 如 何 定量 地 靖 定 Fe) 的 值 . 
依 定义 ， 有 


PLES k]= z ln € D, 2] edn) >) 


二 去 "tn D, PJA > 1, 1S Kk- 1). 


(5. 2.1) 
BF AC) = 2 e BH = gi e gatet A KiK), WJ 
AG) > 1 等 价 于 以 下 不 等 式 : 
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Zo (n) + Tn) + + + rn) > it, (5.2. 2) 
其 中 Y = ln2/ln3 0. 6309. (5. 2. 3) 
B y, (n) = 2) — YO < í s< & — 2), MG. 2.2) 式 又 等 价 于 
X++ x+ +y. > od gige— 1. 
于 是 由 (5, 2, 1) 式 有 
Plte BRI = Fe + pln € hs Bye tan bo + y a> 0 
1<i<é- 1). 
记 为 
Plc 2 k] =Ply + x + = + 9-1. >0, Kisko] 
=P|y, > 0, y +y > 0, , 
yat x, + + yia > 01. 
《5. 2. 4) 

定义 5.7 FRM a, oe € WO, 的 子 矢 基 
feo}, feo E1}, e {Eos Ers ves Can) 满足 条 件 

etat eten AKII (5.2.5) 
则 称 矢量 {eo, e> os i) REA ORS. 2.5) 式 对 ;一 大 也 成 
立 ， 则 称 该 矢量 是 活路 的 ;如 果 (5. 2. 5) 式 对 i 二 上 不成立, Beet 
S 十 … 十 6. CRY, MK AE ARAN. 

若 设 任 一 自然 数 ”的 长 为 天 的 子 奇 俩 矢量 为 na) = 
(aon), zila), , 21.00). MW 8 Ee X üa WW TAS 3436 nr 
以 归纳 以 下 重要 性 质 : 

TEM 5.1 RR (zo), z/(n), - z-i) 是 容许 矢量 
€s,(n) = ain) + Ra) 十 … 十 fi > y S< i << k — 
DEA) > 10 < í < k DOLG) Be. 

性 质 5.2 KE), nln), mG) R WK X E 
95,22) = z(a) + m (n) + = + 2,4) > A S; S SAG 
Pld < i sheen) Se. 
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性 质 5.3 矢量 {zoCz>，z(22，…，Tii(Ga)} 是 终点 矢量 
Ss) = rln) + m(n) + + + r, (n) > iy < í < £ — 
DEA) > 1 BAG) < 1G < í < Ë DSa) = k. 

BA K (z. (n), an), +" re, G@)) 是 终点 矢量 时 ， 有 
z-i GD = 0, BC '(n) 为 偶数 . 

定义 5.8 Hna, k) 表示 长 为 上 且 含 < 个 零 的 容许 矢量 的 个 
Rw HAE 3⁄4 a < 0 sË a > kt nla, k) = 0.n(a, 天 ) 称 为 修正 的 
二 项 系数 . 

令 
1， Ha<ka~n, 

0, a>”. 


cla, k) 一 
有 以 下 定理 ， 
定理 5.9 设 矢量 {s) € M o 1) Ea 个 零 的 容许 矢 
B, Mie) 是 终点 矢量 的 充 要 条 件 是 ca, k= 0 县 c(a — 1, k) 一 
L 
证 。” 先 证 必要 性 . 根据 已 知 , 由 性 质 5.3， AAS 1， 并 注意 
〈5. 2. 2) 式 ， 有 
E be fe + RY, 
a 
k-ack¥,a>kO—Y), 
故 cla, k) = 0. 
又 因为 E + € + + +a, < (# — 127, 
注意 到 = 0, 上 式 即 为 
GQ — 1) — (a — DE — 17, 
于 是 有 a —1< (& — 1)(1 — Z) < #G — Y). 
故 cla — 1, h) = 1. 
再 证 充分 性 . AA cla, b) = 0, 所 应 a > kG YY, FRA 
ete ter Te, =k ~ a 2. (5. 2. 6) 
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由 于 te bey + +s) 是 容许 的 , 故 有 


ata toe ta, > G? — 17. (5.2.7) 
由 《5. 2. 6) 和 (5. 2. DRA si — 0 , #k F sÇ ED 3 

k— a> Qiy. (5. 2.8) 
假设 ca 一 1, k)2Z 1, Ma — 12> kG — 7), B 

k— a< —1. (5.2.9) 


ERS. 2.8) RAB, 故 应 有 <c(a — 1, k 一 1. 再 由 (5. 2. 
ORTA, ARE (t e, “U Se 是 终点 的 , 定理 得 证 . 

PREH, Hela, k) =0 Bce(a — 1, k) 一 1 不 同时 成 立 , 则 
只 可 能 有 c(a, k) = 0 B cla—1, 4) = 0, Rela, k) =1 B cla 
— 1,2) = 1 两 种 情形 , 由 此 有 以 下 推论 : 

推论 5.2 RRR) E IL, (0,1) 是 会 a 个 零 的 容许 矢 
K, 则 {s} 是 活 肾 矢量 的 充 要 条 件 是 c(a, k= 0B  c(a—1,k)= 
Om cla, k) = 1 B c(a — 1, k) = 1. 

定理 $. 10( 二 项 选 代 公式 ) 4200, 1) = l,n(1,1)= 0, 
Mn, k) 的 其 余 值 由 以 下 选 代 公式 确定 ， 
cla, Ë) + nla, k) + cla—1, Ë) * n(a — l, k) = nla, k + 1). 

(5.2.10) 

证 ” 易 知 ,一 个 长 为 天 的 活跃 矢量 {ee， e tO at 可 以 产 
生 一 个 长 为 天 十 1 的 容许 矢量 {5 e> s, a- S). MPR 8 = 
0 或 & = 1. Ak, 

CD) Ble, ase, ua) 是 合 < 个 0 的 活路 矢量 , 则 {eo, e, 
wy ams 1) 是 会 5 个 0 的 容许 矢量 ; 

(2) Ble. Gr, ai} a 一 1 个 0 的 活路 矢量, Mie, 
Ges Gas 0) 是 含 a 个 0 的 容许 矢量 . 

再 由 推论 5.2 知 , cla, k) .nla,&) 是 长 为 上 的 会 a 个 0 的 活 
三 矢 量 的 个 数 , 而 cCa l, &)。nta — 1, k) 是 长 为 有 的 会 a 一 1 
个 0 的 活路 矢量 的 个 数 , 两 者 的 和 则 是 长 为 上 十 1 的 会 a 个 0 的 容 
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许 矢 量 的 个 数 ， 即 
cla, k) * n(a, k) + c(a — 1, Ë) enla 1, Ë) = nla, k + 1). 
定理 得 证 . 
推论 5.3 
Ë 
nla, ky < 


a 


(5.2.11) 


引 理 5.2 


i 
Pit, Sk] = Dna, D/P = FG). 65.2.12) 
证 由 (5.2.1) 式 得 


Plt. kJ= 去 -pin € D, PIARD > 1, LLRI 


= 去 + tn € (1, 2D aren) + ain) + += 
十 ain) > iv, 1Sigk— 1} 

= EAE [L, Ao, aG), =, 
ZX4-1《n)} 是 容许 的 } 


n 


= D h pn € Ll, Bald, nG), = 


Za-1ln)} 是 容许 的 且 含 a 个 0} 


上 


= $) h enla, D. 


= 
再 由 (5.1.19) 知 。(5. 2.12) 式 成 立 . 引 理 得 证 . 

现在 进一步 分 析 (5. 2. 12) 式 , 由于 nla, E) 表示 长 为 上 且 含 a 
个 零 的 容许 矢量 {so, s ote 6-4) 的 个 数 , BERR E s> ore Eh 
是 容许 矢量 ， 则 其 中 所 含 的 零 的 个 数 (或 1 的 个 数 ) 不 能 太 多 (或 
不 能 太 少 )， 否 则 若 (5. 2.5) 式 不 满足 , M {e e rs a} 就 不 
是 容许 矢量 了 ,这 说 明 在 (5.2.12) 式 中 , 4a 足够 大 时 , nla, k) 
一 0. 比 如 当 a 一 上 时 就 是 如 此 . 现 考 惠 如 何 求 得 一 个 六 EN, 使 得 
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a> Kit, A nla, Y= 0. Bis Bio Gry os ha) 是 容许 和 
i, m 

G) {etet +e 1) 是 活路 矢量, Meo 十 十 … + 
ga =k ak, RA acO — 7) 

D Eleta teta) 是 终点 矢量 , W e= 0, e+ 
@ tet eg, = k — a > (k — 17, AA a < kQ — 7) + 7. 

BEIAK a> K = RAL 十 7]([z] 玫 示 取 整 函数 ) 时 ， 
BA na, k) = 0. 于 是 有 以 下 定理 : 

定理 5. 11 


arnt) 


P[e2>k]= >) nla, &/2 = FR). (5.2.13) 


ono 


上 式 使 (5. 2. 12) 式 更 加 明确 . 但 也 应 注意 , 并 非 当 0 < a < 
[AQ — 7) +7] RBA nla, k) 天 0. 例 如 , 34 s = 0, 时 {eo, se， 
m, E) 就 不 是 容许 量 , 这 时 nCa, k) = 0. 将 (5.2.11) 式 与 (5. 
2.13) 式 结合 


Ca -n+7} 


P[. 2 k]= > x(,k)/2 


ao 


an+ k 
=F®< > (2) fz. (5.2.14) 


ana a 
利用 上 式 可 以 证 明 [8]: 
lim FQ) = 0, (5. 2. 15) 
现在 可 以 利用 (5.2.13) ROR F) 的 值 了 ; 不 过 为 了 方便 ， 
在 利用 定理 5.10 所 提供 的 选民 公式 (5. 2.10) 求 x(a,&) 时 需要 作 
一 点 修改 ， 即 令 
pla, k) = nla, k)/2', 
sa, k) = cla, k)/2. 
UG RRL EER 


定理 5.12( 修 改 的 二 项 迁 代 公式 ) 4 00, = +, PQ, 
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D= 0, Mpa, 4) 的 其 余 值 由 坟 下 选 代 公 式 确定 : 
sla, k) + pla, E) + s(a — i, Ë) + pla—1, Ë) 
= pla, k + 1). (5. 2.16) 


由 等 式 (5.2.13) 和 (5. 2.16) PIA HR Fe) 的 一 些 值 见 表 5. 1. 
KP FQ) OMe AMAT BD, 与 (5. 2.15) 式 相 一 致 . 
85.1 PARR FA) 的 一 些 值 
a] 2F(&) k 2F (RY 
10 1, 4844 X 107? 100 5.2793 x 107* 
20 5.7182 X 1077 200 6.6375 x 1076 
30 2. 3788 X 107? 300 1.1543 X 107? 
40 1.3139 X 107? 400 2. 4383 X 1078 
50 7.0746 X 107° 500 5.5733 X 107" 
60 3. 8448 x 1073 600 1.3434 X 107 
70 2. 3288 X 107° 700 3.1438 X 107™ 
80 1.4149 X 107% 800 8.1927 X 107! 
90 8.2156 x 1o7* 900 2.1675 X 1077 


5.3 对 tt 和 的 进一步 研究 


REM Me 作 过 介绍 , HREM 二 .下面 要 对 它们 作 
更 深入 的 研究 . 
定理 5.13 WRENAAD>1, 以 下 条 件 互相 等 价 ; 
(1) ”存在 x EN, ERL) = k. 
@) Bile 一 DY, y 包含 一 整数 点 . 
(3) 不等式 3/2 > 1 成立 . 
证 MSD Ün EN, BBL) =k, WA 
Aa) = 27050 Bm > 1, 
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yao 
A Cn) = 278 + 380 一 一 Aaa) <1, 
y(n) = 0, 
Sia) = aq) + Tn) 十 … + apr) 
= aala) + zln) 十 … + rain) + aal) = x(n), 

于 是 , 由 sai) > Dr, sa) < ky, 
得 G@& DY < s, (i) = y(n) < RY. 
因为 x-iCa) 55> 都 是 整数 ,所 以 上 式 说 明 条 件 (2) 成 立 . 

(2)>(3) HRM D7, 7] 包 含 一 整数 点 , 则 RY >> G 
一 1)7 且 特别 有 [tz 了 > (% 一 1)7. 将 7 二 logs2 代 人 立即 推出 (3). 

>) R32 > 1. e =s = = toy = 1, 
Stary = Eure = Ga = G = 0, 则 存在 自然 数 n € (1, 2], 
使 得 


vn) = (a(n), an), or, z G), z, (n>) 
= [gos Ey hs Era is Els Ms Eae» Eai). C5. 3.1) 
下 证 zln) 一 大 为 此 , 由 性 质 5.3 知 只 需 证 明 以 下 两 不 等 式 
s(n) = zo (n) + in) 二 Tm > iy Si < k — l) 
《5. 3. 2) 
和 
s. GQ) = ze (n) + z (n) 十 … + yy) < RY. (5. 3. 3) 
由 (5. 3.1) 式 知 
sda) > ¿yQ Si < [kY], 《5. 3. 4) 
而 
Sana”) = syge) = om = s, Cn) = [RY]. 65.3.5) 
BEM 28-1, AER BAG) = 2 FP gO > 
1, FRA 
5,02) > (& — 177. G. 3. 6) 
由 (5. 3.5) 式 和 (5, 3. 6) 式 可 得 
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s(n) iA T 15; < k — 1) (5. 3.7) 
将 (5, 3. DRAG. 3. 7) 式 联合 即 得 (5. 3. DR. 

最 后 证 (5, 3. DR. 注意 s,@) = [47], 有 

[Ey] < RYN <i gta gh < 2t 
=s, G) < RY, 

即 (5. 3. 3) 式 成 立 . 至 此 定理 5.13 全 部 证 毕 、 

B 当 定 理 5.13 容许 二 1 时 , 只 需 将 (3) PHS” eas 
成 “之 ”即行 . BR, 对 任何 偶数 n € N, Atm) = 1; 且 区 间 [0， 
y] 中 有 整数 点 0; 而 3/2 = 1. 

对 任 给 的 zaE N， 如 何 求 上 Ca)? 这 可 以 象 (5.1. 3) 式 那样 通过 
Ra 的 和 迭代 轨迹 了 (za) 来 求 ;例如 观察 (5. 13) 式 知 从 为 (7) BY ACT) 
的 值 都 大 于 1, MATDI, WT 一 7. 也 可 以 根据 2” 的 奇偶 矢 
Rra) RAK AG) 一 2“ + 38 BRAG) WA, 3 k BK 
À On) 之 1 的 最 小 值 , M tin) = k. 现在 反 过 来 问 : 任 给 一 上 EN， 
是 否 一 定 存 在 ”>E N, PHL) =L EREDE, 即 不 一 定 存 
ERR. 例如 , 若 上 一 1， 则 存在 这 样 的 >， 即 ”为 偶数 就 行 ; 若 
二 一 2， 则 取 ? =l, 5, 9, 13, 17 FRNA La) 一 2H Be = 3, 
6, 9, 11 等 数 时 ， 就 找 不 到 对 应 的 z T. 这 是 为 什么 呢 ? 因 为 这 可 
根据 刚刚 证 明了 的 定理 5.13 轻而易举 地 判断 . 

例如 , A= 4, WER 5.13 85 (2) 知 , Rie — 17, kY] 
= (37, 47] 中 有 整数 2, 则 存在 nE N, HBL) 二 4; 或 由 该 定 
理 的 (3) Yo = 37/2 > 1, 得 出 同样 的 结论 - 但 若 取 上 一 3， 
则 因为 区 间 [27，37] 中 不 含 整数 , RAA 30/2 = 3/4 <1 而 可 
以 断定 无 = WE z (Q) = 3. 

一 般 来 说 , 若 存在 某 个 = 满足 上 (na) = k, W hE 5.13 的 证 
明 过 程 可 知 必 有 无 限 多 个 nn W E: tn) = k. 

表 5.2 列 出 了 区 间 [1, 111] 上 的 诸 k 是 否 有 对 应 的 的 情况 . 
不 前 加 ”x ”者 表示 该 是 无 n 对 应 的 .其余 的 上 均 有 对 应 的 4, 且 
一 个 大 对 应 无 穷 多 个 n. 
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M52 EBU, 111] 上 系数 停止 次 数 t 的 取信 


1 2 *3 4 5 *6 7 
8 *9 10 *11 12 13 *14 
15 16 *17 18 #19 20 21 
* 22 23 24 *25 26 27 * 28 
29 *30 31 32 # 33 34 35 
*36 37 *38 39 40 # AL 42 
43 x 44 45 46 *47 48 *49 
50 51 * 52 53 54 * 55 56 
“OF 58 59 * 60 81 62 * 63 
64 65 66 67 68 69 70 
+75 72 73 #74 75 #76 77 
78 #79 80 81 #82 83  *84 
85 8 87 88 8 #90 91 
92 * 93 94 *95 96 97 * 98 
9 100 Jot 102 103 104 105 

* 106 107 108 * 109 110 111 


下 面 考察 B) J 88 5 FK Ek O). 定理 5.7 表明 每 个 的 值 
也 是 二 的 值 .现在 问 :不 能 作为 二 的 值 的 数 象 3，6,，9,，11 等 能 否 作 
28 z, 的 值 呢 ?下 面 就 来 讨论 这 个 问题 . I 

首先 通过 对 等 式 CCn) = LG) -n + r, @) PRRD r) 的 
研究 ,得 到 以 下 定理 ， 

定理 5.14 Ken) = k, MRR nr) 满足 估计 ， 

rida) < [7]/2. (5. 3. 8) 

证 MAH 1B L KRE. PRA 1, HM) = (zo, 
Zi) Ha} H T t.@) = k, WI 
ACY > 1, kG) > 1, ty AG) > 1, A) < 1, oe = 9. 
特别 ,由 

ka = OY. tt a >], 
A = 2 + Bett < 1, 
得 到 
,63 。 


Zo bo + (DY, 
Eq H e Ti > EY. 
所 以 
tot ee + r € [(& — 1)7, £7]. 
由 于 z 十 + 为 整数 ， 则 必 有 


zo + ayy = R71. (5.3.9) 
于 是 
_ 办 | To th Zee) Zi 
r,G@G)= ala + L F = + x. Fa 
< Fra + n + ze) = ERYN. 
定理 得 证 . 


定理 5.15 Mn EN 满足 tn) Ck < co, WH n > ME) 

时 有 万 (x) = tn), 其 中 
[r] . 
MG) = max {57 So i=1, 2, ， 
(5. 3, 10) 

E RBA) SAR, LO 是 存在 的 , RA ALG) 一 
1S tn) Sk. PE tan) = i. 

由 定理 5. 14 UE A ht BY Ae) 一 2 30"), > MER), 
ARCS. 3.10) 和 (5.3.8) 式 有 


[iv] ri{n) r; (2 
"> ya — ey > 1 — ET 1 — XG" 


H (5.1. 13) REC) < n, ik t. Qn) Si. ERS L) SRA 
LO) = hla). EREE. 
前 面 提 到 过 等 式 LG) = t(n) 成 立 的 定 界 条 件 问 题 . 本 定理 
第 一 次 给 出 了 一 个 定 界 条 件 , 不 过 这 个 条 件 还 可 以 加 以 改进 ， 
定理 5.16 对 任何 容许 的 奇偶 矢量 了 一 (Ms 加， Had € 
Hiio, 1}(k = 2，3，…)， 存 在 唯一 的 其 任何 截 尾 矢量 为 容许 
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矢量 的 奇偶 矢量 v 一 Or v) © IK (0,1), 满足 不 等 式 ， 


31, < Sa, 0 < j<k—2. (5.3.11) 
证 首先 , Habisi — T WB É v. 
G1)$ w=1. 
(DË my vo ts Wa BREL, E asnuta tui. > 
nad? 4 35/2 < 2, 
0, 3⁄4 3%/2 > 2. 
如 此 构造 的 v 为 
V= {Ys Ws Vea ts ) 
= {11011011010}. (5- 3.12) 
其 次 , 证 明 v AY ET RR BE n= (u, w, ry ni) =R, 
3, RRA. 为 此 对 大 用 归纳 法 . 
X k=2 RL, v= {yo, nm)} 是 容许 的 : 一 27:， 3 一 2 BL 
BER = {vos Ma o uat G=, 3, es DBA ASI 
<i<k—-1). H 


_ mes 2,4u.=1, 
2 > 2, ha = 0, 
可 知 当 w 一 1 时 , 1< Aa <n = 08, A> 2, 所 以 


3 


yen SAP Heid, 


$a > 1, na = 0. 


即 不 论 n- 为 1 或 为 0, WA A l, FE n, = (os ore Meh 
是 容许 的 . 这 就 证 明了 "的 任何 截 尾 矢量 六 = L, > ors aah 
二 2，3，…) BEA. 
再 其 次 ,对 0 的 长 度 & 一 2, 3。…，, 用 归纳 法 证 明 以 上 构造 出 
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的 "满足 (5. 3. 11) 式 . 

当 & 一 2 时 ,0 一 {1，0} 或 3 一 (1, 1). # w =1= ms (5. 
3.11) 式 成 立 ;、 

MR=3H, n= (1,1, 0} 或 7 二 {1, 1， 11 8 = hs 
M + w = 2= h +h 6.3.11) RRE. 

BRG. 3. 11) 对 所 有 的 容许 矢量 7 € YL (0, 1) 成 立 . n 


= (Yor ie es m) € TIO, 1} 是 任 一 容许 矢量 ， 只 需 证 明 (5. 3. 
11) 式 对 j 二 一 1 成 立 .为 此 令 
b= Su, c= Sa. 
只 需 证 明 : 
b+ Hi Set hers 《5. 3.13) 
其 中 依 归纳 法 假设 ， H b < c. 
用 反 证 法 . 假设 上 十 上 ->>c 十 了 -ly MBA b= c, n=l, 
m1 = 0. 而 
-32 
sgt ta/2 < 1 
3/8 13/2 <1 
SPO / YA < a tt /2t < 1 
= tot a < RY. 
BH n=, hes 四 } 是 容许 矢量 矛盾 . 这 说 明 (5. 3. 13) 式 成 
立 . 这 就 证 明了 前 面 构造 的 (5. 3. 12) 式 的 上 满足 (5. IDA. 
最 后 证 明 v 的 唯一 性 . 假设 有 一 个 其 任何 截 尾 矢量 为 容许 矢 


量 的 另 一 奇偶 矢量 一 (Vos Vs yay ELL, {0,1} 可 以 取代 定 
理 中 的 矢量 v. 则 由 已 证 明 的 结果 知 ,对 & 一 2，3, 4, … 有 


i 


i j 
>, < Sux 21 v, @<;< k — 2. 
由 此 得 到 
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从 而 v = v. 
定理 5. 16 全 部 证 完 . 
从 (5. 3. 12) 式 ， 得 到 表 5. 3. 


35.3 5 w-, MR 
k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 1 
L 1 1 0 1 1 a 1 1 0 1 0 
将 表 5. 3 和 表 5. 2 对照 可 发 现 一 个 有 趣 的 现象 :在 表 5. 3 中 使 
n- 二 0 的 大 二 3, 6, 9, 11,… 正好 是 表 5. 2 中 无 n 对 应 的 ;而 
使 上 -1 = 1 的 * 正 是 表 5.2 中 有 ## 对 应 的 .这 是 侦 然 的 巧合 还 是 
必然 的 事实 呢 ? 下 而 的 定理 回答 了 这 个 问题 . 
定理 5.17 FEN) =k, Wy. = hën = 1, WEEN 
EN, 使 得 1.(n) = k. 
证 FARA) = k. WAG 1d SiS k — 1), À (n) < 
1, Tia) = 0. 矢量 (z (m), z m), "=, z-i (n)) 是 容许 的 . 由 定 
理 5.16, 有 
v byte + ae S zo tape + ti 
potato ghee gertart ta Sg 
= pty beta a/g 


=A@) <1, 


因此 

goteta a/m < 2, 

yy = 1. 
再 设 w-: = 1. 取 nnE [1, 21, 使 得 
VCS (z (n), z @), ory Lear, Tai (n)) 
= (Mor h> es Maas OF. (5.3.14) 

Fie t.(n) = k. 依 假设 ， 知 

3orattara/201 < 2, 
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故 "a <l, 
W “ AG) 一 grotate tate /2 < 1. 
由 于 wkz) 是 容许 的 ， 故 
A@)>1 (1<i<k-1.. 

FE t(n) = k. 定理 得 证 . 

定理 5.17 MARA (k |w-, = 1) Se ORAS. 

TEN: (5.3.14) 式 中 的 2E [1, 2] 是 集合 {nltCn) = k) 
中 使 得 rin) 取得 最 大 值 的 =. 

RE tm) = k, W nn) = (z (m), zi (m), =, z— i Gn) ) 
是 容许 的 .由 定理 5.16, # 


i n 
Dak) Pron) OCF <k—- 2), (5.3.15) 
= a 


并 由 此 有 
NG Kam) Q<; <k— D. (5. 3.16) 
另 一 方面 , AT tn) = t,(m) 一 有 
z110) = z-i (m) = 0. (8. 3.17) 
由 《5. 3. DRA 
aa 
(a) = Sian), (5, 3. 18) 
= 
AG) = AG). (5. 3. 19) 
最 后 由 以 上 各 式 可 得 
OAM (mG) | mG) me) 
nas (255 ic) TCD 
AG) { zn) am) | Bana) 
2 z ES LO 十 ”十 AG | 
= ren). 
即 ry) Z r, Gn). (5.3.20) 


由 定理 5.16 知 ， 上 式 等 号 成 立 当 且 仅 当 m = n(mod2!). 
归纳 以 上 的 讨论 , 可 得 以 下 定理 : 
.68. 


定理 5.18 MRA NTH, Wi) 在 集合 
{n|t.(n) = k) 
中 有 最 大 值 ;并 存在 唯一 一 个 n € (1, 21, 使 得 r,(x) 取得 这 个 最 
大 值 . 
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6 足够 密度 


在 第 4 节 我 们 讨论 过 区 间 [1, 2J PAF tuples = 2, 3, 
4，…) 的 自然 数 即 非 孤立 数 在 该 区 间 的 所 有 自然 数 中 所 占 的 比例 
SUSE Mae FE DO 问题 ,并 根据 实验 数据 所 反映 的 DD(&) BEA BY 
增 大 而 增 大 的 事实 猜测 : limDG) =1, 本 节 先 分 析 奇 偶 矢 景 
wO) 的 元 素 中 1 和 0 的 个 数 之 比 ,得 到 与 足够 停止 次 数 (n) 有 
关 的 一 些 重 要 结果 ;再 讨论 区 间 中 满足 条 件 二 (>) < co 的 数 4 的 密 
Eo, 并 证 明了 当 区 间 无 限 增 大 时 一 1， 从 而 得 出 结论 : 玫 乎 所 
A HRY n WE t. Ga) < co, 


6. 1 奇偶 矢量 元 素 的 1.0 比 


ME n EN, # 
Ta) = (Ca), C'a), Ca), =) 
= (no no nao or}, 
win) = (z.(m), z,(n), z;(n), +=), ` 


valn) = {xoln), z@y, or, tiala) h, 


(6.1.1) 


= 
s(n) = Jazlan). 
€ 


定义 6- 1 n 的 元 束 1 与 0 的 个 数 之 比 称 为 vkn) TRB 
1.0 比 , 或 简称 为 vACw) 的 1,0 比 , WE pG) BY y(n) — sy (ny: (& 
— s (n)) . 
显然 在 一 般 情况 下 , Pin) 的 值 会 因 的 不 同 而 不 同 ;即使 对 
同一 个 4 也 会 因 的 不 同 而 改变 , AB n 和 如何 变化 , 总 有 0 
< aln) < =°. PAN, Vol") 的 40 DERRE O, po = 
.70， 


0: 40 = 0; M v. (2° — 1) 的 40 个 元 豪 都 是 1, o (29 一 1) 一 
40: 0 一 co. 4A> 40 Bt, v, (2) ay BUG A PERE C101), BJ 1 和 
0 交 蔡 出 现 , HA lime.(2°) = 1: 1 = L; y,(2" 一 1) 不 会 立即 
进入 循环 图 (101), 但 因为 人 们 已 经 验证 数 2 一 1 符合 3N 十 1 猜 
想 , 故 随 着 名 的 增 大 y,《2” 一 3) 迟 时 会 进 人 这 个 围 ， 于 是 也 有 
lma? ~ 1) = 1:1 = 1. 
根据 以 上 分 析 , 我 们 有 理由 猜测 :对 任何 w ON, A 
limps (n) 一 1:1 一 1. (6.1.2) 
车 上 式 成 立 ， 则 只 要 大 充分 大 ,就 有 an) ~ 11 
现在 间 : 若 am 一 1: 1, 那么 能 对 ?说 什么 吗 ?下 面 的 定理 
作出 了 回答 . 
定 现 6.1 s p (n) =1: 1, WRH z = 1B G) = oo; 4 
n> 1 BÍ LG) < k. 
证 D 如果? 一 1, 由 于 TQ) = (1, 2, 1, +}, BR 
t(l) = eo. 
D 如果 n> 1 满足 Pln) = 1: 1, WI 
r 车 有 某 n SISIK, MRR) <a; 
2 Ba Pld sige). WY z = 0 Bf, A 


muaj G. 1. 3) 
3 rz = 18, 有 
3a, + 1 
Me = — 
且 击 此 而 得 到 


maa 3322.5 
ESF @ 1.4) 


see = "S11 AE (6.1.3) 和 (6.1. D RA 
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1 5 alt 
<[+) -{3) * m < m = n. (6. L. 5) 


即 

CtOn)=n —n. (6. 1. 6) 
故 有 

tn)<k， (6. 1. 7) 
定理 得 证 . 


推论 6.1 Baw) <1, 则 仅 当 = 一 工时 六 (GD) 一 co: n> 
1 时 aa) <Ç k. 

此 推论 的 正确 性 可 由 以 上 定理 的 证 明 过 程 得 到 . 这 一 推论 的 
成 立 也 是 可 以 想象 得 到 的 :既然 当 y(n) 的 元 束 1 和 0 是 一 半 对 一 
尘 时 有 定理 6. 1 的 结论 , 难道 当 1 比 0 少时 (意味 着 #* 在 迭代 中 用 
3 乘 的 次 数 减 少 ) 反而 结论 不 成 立 吗 ? 

推论 6. 1 说明, 对 任何 自然 x > 1, BB) 中 的 1 的 个 数 
不 超过 0 的 个 数 , RHA) < k < co. 下面 的 定理 表明 , 当 1 的 
个 数 适当 超过 0 的 个 数 时 也 有 (2) < oo. 

定理 6.2 对 任 一 自然 数 ” > 1, 车 

DG) < M = log2/log (5/3) 5 (6, 1. 8) 

BW Gn) < k. (1, 35692 > M > 1. 85691 > Ë): 

证 “因为 Pa = s@) : (& — 4G). HB 

p, (m) < log2/log(5/3)@ 
Se s| (n lo 
k a ) ç 2 < leg 
20/3)" < zo : ar “< 
O #3Em = 10 =<: Ss), MERA < k. 
@ #n">1G0 == h), HJ 
Me Mint, MM < [ se] 1 w 


m = mS 
m-i m: W No 3 z 


.72. 


< log2/log (5/3) —— 


n< no = n. 


WA tn) Sk. 由 (1) 和 (2), 定理 得 证 . 

定理 6.2 表明 , 对 任 一 自然 数 # > 1, 只 要 vi(n) HAPTER 
中 1 的 个 数 不 超过 57%. WR ARR tC) < k < co. 利用 此 结果 可 
ER n 检验 是 否 符 合 3N + 1 猜想 时 带 来 方便、 

现在 分 析 3N + 1 猜想 与 (6. 1. 2) 式 的 关系 - 

假设 3N 十 1 猜想 成 立 ， 则 显然 (6.1, 2) 式 成 立 . 反之 , 假设 
性 一 自然 数 =>> 1 满足 (6.1.2) 式 , Re=M—1>0, WEEK 
€ N, 848234 k >> K Bf, # p,G) < 1 + e= M = log2/log(5/3). 
于 是 由 定理 6.2, Hi) < k < cc， 由 此 即 得 以 下 等 价 命题: 

3N + 1 猜想 的 等 价 命题 6. 1 HEEN, 有 

liman) = 1. 

Fe LWA G < ce 的 自然 数 = 的 足够 密度 (x) 

和 m(z) 及 其 极限 . 


6. 2 密度 c (M) 


定义 6.2 设 MEN, 记 AGMD) = Hin&Mln EN, r) 
< co) , E X. 
o(M) = A(M)/M (6. 2 1) 
并 称 cCM) 为 区 间 [1, M] 上 的 自然 数 的 足够 密度 . 
REX, ACM) 未 计 自 然 数 1， 因为 1.(1) = oo, 下 面 要 证 明 
定理 6. 3. 为 此 需要 以 下 引 理 6. 1[9]- 


加 
引 理 6-1 Bs = Dix, L = log2/log 10/3), 则 满足 条 件 


1- L< <L (6. 2. 2) 


B SB AE v, = (z, Tre es Zz,-1} 的 集合 V, 满足 不 等 式 
.73 。 


r 21 — z (6. 2. 3) 
erry 
定理 6.3 
limo (M) = 1. (6. 2. 4) 


证 利用 定理 6.2 和 引 理 6.1 可 证 明 此 定理 . 分 两 种 情形 : 
Q) 假设 M= 站 


注意 到 《6.2. 2) 式 中 不 等 式 半 之 工 与 定理 6.2 中 不 等 式 a, (n) 


<log2/log (5/3) 的 等 价 性 , HEV, 表示 满足 此 不 等 式 的 所 有 奇 
BAB v, = (zo zj, =" za) 的 集合 , 则 有 

AQ) 2 RV — 12 #V, — 1. 
利用 (6.2.4), 得 


n v,— 
oa) = ABs EMT Is) L r= a 
2 z afz 一 3) k 2 
2 
故 
limo (25) = 1. (6. 2. 5) 
bee 
D FBR 2 <M<2 ita =A), Rin. 
b= 2 + (CI — 2) — Gay, — a,)] 
‘ [ we 2. 6) 
=a + (Z — a,,). 
有 bata. (6. 2. 7) 
eM = 2, +1, 2+ 2,0, b BL. 有 
ACM) ~ a 
Me (6. 2. 8) 
4M=ht+iG=1,2,--, 2° — b) BI, fr 
ACM) _ AG TD atin a 
M h ET = (6. 2. 9) 
上 式 最 右边 的 不 等 式 由 (6, 2.7) 式 得 到 . 再 由 (6.2.6) 和 (6. 2. 5) 


= f 
“74+ 


a al? a,/2 
b bÈ f+ 20 — a/t 
= a(2*) 
a(2) +20 i 
最 后 由 上 式 和 (6. 2. 8) 式 得 到 
ACM) a 


HM > ea wb 


B limoMD=1. (6. 2. 10) 
综合 (1)、(2), 定理 6.3 得 证 . 

定理 6. 3 表明 ,在 limo(M) = 1 的 意义 上 , 对 几乎 所 有 的 自 
RA n, Btn) < co. 

在 定理 6.3 的 证 明 中 , 情形 (2) 的 一 般 结果 (6. 2. 10) RER 
用 情形 (1) 的 特殊 结果 (6. 2. 5》 式 得 到 的 .一般 而 言 , 一 个 与 计数 
数 函 数 ( 例 如 AM 有 关 的 命题 常 具有 这 样 的 性 质 . 请 看 下 面 的 
定义 6. 3 和 定理 6.4[10]. 

定义 6.3 设 当 n EN 时 P, 是 一 个 布尔 命题 , 定义 函数 
ula): R> N 38 

Max) = {nln € N, n < = B P, AR}, 

则 称 KKz) 为 计数 函数 . 


一 1 一 co). 


， 
定理 6. 4 若 计数 函数 w(z) 满足 lim “> 一 1， 则 
lim eD 1. 
名 二 


利用 此 定理 可 以 直接 由 《6. 2.5) 式 推 得 (6.2. 10) R. 
6.3 密度 me(z) 


本 眉 讨 论 另 一 种 形式 的 足够 密度 及 其 极限 . 
定义 6.4 HREN, TER, WA) = #f(n<x|n € N, 
BMH mEN, pE (0,1, Z, s k— 1) Aan rh, BRE 
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BER aa) 为 
Alr) 
akr) = — (6.3.1) 
这 样 定 义 的 足够 密度 虽 与 天 有 关 ,， 但 仍 有 w(z) — 1(z 一 
co). 下 面 就 来 讨论 这 个 问题 . 
引 理 4 210] STEER I> 0, a 


zi 


lim: 1 = 
| 和 一 到 [< 了 
— 


1. 


K 


Ë mo) = SD) xn), L = log2/log(10/8), r = L — 1/2, Wl m € 


N,e€ [0,74 ， 令 
He = (n < 22 |n, q € N B. s(n) < L — e). 
(6. 3. 2) 
有 以 下 引 理 ; 
引 理 6.3 
lim ŽA 
eo 
证 (6.3.2, 有 
Hye = # {rls ag < L — =) 


q 
-| 下 | 
iij ILE 
注意 到 +<; — < AMIM 6. 2 于 上 式 即 得 (6. 339R, gl 
理 得 证 . 
引 理 6.4 对 任 一 自然 数 # > 1, sGD/k < L, Win, <a. 


证 “此 村 理 可 由 定理 6.2 得 到 . 
“765 


= 1. (6. 3. 3) 


引 理 6.5 REN g> H.k Bo< < 
, Bl 


Pae S Pern olP = 011) 2s k— 1). (6. 3. 4) 
证 Bnew. MI 


<L. 
Bn © gs, (p = 0, 1s 2, =s k — 1), 故 (6.3.4) 式 成 立 . 
Hi n> 2,100) = 7 AAR, Bl a —= 1, 则 显然 对 每 个 上 EE 
N, AmeEN, 使 得 ny, 之 n(p 一 0, 1, 2,--,4-1). BERE 
WJ C N H n, > 1 的 自然 数 n 进 行 考察 就 行 了 . 


引 理 6.6 
limo, (2") = 1. (6. 3. 5) 
证 取 g 和 :满足 
g>i=t. tk, 0 < — =< <<< r. 
WME n C g. 则 由 引 理 6. 5, # n € papol) H 
See) _ a BL 
zw (p= 0, 1, 2, +, &—1). 


由 引 理 6. 4, 有 notp < n, TE n BRAC) 计数 ， 故 有 
A2) 之 H aas 


aon = A > Pas, 
直上 式 和 (6. 3，3) 式 便 推 得 (6. 3，5) 式 ， 引 再 得 证 。 
最 后 由 定理 6.4 WM 6. 6 得 到 本 节 主要 定理 ， 
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定理 6. 5 
limo,(z) = 1. (6. 3.6) 


此 定理 表明 :在 imos(z) 一 1 的 意义 上 ， 对 几乎 所 有 的 自然 
Rin, A LG) < co , 
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前 面 各 节 对 3N + 1 猜想 问题 的 讨论 中 , 对 任意 给 定 的 = € 
N, Ch (n) ER Cn) (R= 1, 2, 3, +) 的 选 代 是 依据 (1. 1. 1) 
式 定义 的 Collatz 数论 函数 CCn) 进行 的 , 选 代 所 得 到 的 (1.1. 2) 
式 的 轨迹 序列 了 (nz) 和 (2. 3) 式 的 奇偶 矢量 yn) 自然 由 这 个 Cin) 
唯一 确定 . 这 种 依 (1.1. DREHER CO) 所 进行 的 选 代 是 多 
数学 者 所 采用 的 选 代 ， 故 称 为 通常 迭代 . 

但 为 了 同一 研究 目的 ， 也 有 不 少 学 者 将 Cotlata 函数 改写 成 
UFER: 


n 

— n= 0(mod2); 

co 位 ” 5 omo aid 
3n + 1, n = 1(mod2). 


依 如 此 定义 的 CO) 所 进行 的 迭代 与 通常 选 代 相 比 唯一 的 不 同 之 
处 在 于 ; 当 为 奇数 时 ,将 通常 千代 下 的 一 步 | 下 | 分 成 两 步 


sot ET) eM pon 中 的 元 素 全 都 包 全 


在 新 的 轨 近 序列 之 中 上 且 保持 顺序 不 变 ,， 但 新 的 轨迹 序列 中 新 增添 
了 一 些 偶数 ，T(n) 伸 长 了 ， 对 应 的 奇偶 矢量 vO) 也 因 加 进 了 一 
些 0 而 变 长 了 ，Coltatz 树 因 AG) 变 大 面 长 高 了 . 因此 我 们 称 依 
(7-1. D BY 88 3 C (m) BETTER AAKER. 
例如 分 别 取 二 12, 13, 40, AKER, 有 
T(12) = (12, 6, 3, 10, 5,16, 8, 4, 2s 1s 4, 2, 1, verde 
<79- 


v2) = {0010100001001}, 
A(12) = 9, 
T(13) = (18, 40, 20, 10, 5,16, 8, 4, 2, 1, 4,21, ==), 
?(13) = {1000100001001 =}, 
AOD) = 9, 
T(40) = (40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1, 4, 2, 1, }, 
v(40) = {000100001001}, 
h(40) = 8. 

BER TOD fi v (n) 的 元 素 下 面 划 了 横 线 的 是 用 伸 长 迭代 比 
用 通常 迭代 新 增加 的 元 紊 . ERRET, 三 数 12, 13 和 40 是 同 
高 数 , 且 12 和 13 是 同 高 连续 数 (h(12) 一 A(13) = h(40) = 7), 而 
在 促 长 迄 代 下 , 这 三 数 不 再 都 同 高 (h《12) 一 (13) = 9, h(40) 一 
8), 但 12 和 13 仍 为 同 高 连续 数 . 

一 般 说 ,在 通常 选 代 下 若 ! 个 连续 自然 数 构成 一 个 工 一 
tuple, 则 在 伸 长 迁 代 下 它们 仍 构成 一 个 工 一 tuple. 

以 上 所 说 的 丙种 选 代 的 一 些 差别 是 无 关 蚂 要 的 ， 因 为 它们 丝 
毫 不 影响 3N 十 1 猜想 的 实质 , 换言之 , 3N 十 1 莱 想 正确 与 否 , 无 
论 采 用 哪 种 氨 代 都 将 得 出 同样 的 结论 . 在 伸 长 迁 代 下 有 与 命题 
2.1 类 似 的 等 价 命题 : 

3N 十 1 狂想 的 等 价 命题 7.1 KBAR. 以 下 两 命题 都 
与 3N 十 1 猜想 等 价 ; 

OD 每 个 自然 数 的 轨迹 序列 都 以 唯一 的 转 (1，4, 2, 1) 结 
W. 

(2) ”每 个 自然 数 的 奇偶 失重 都 以 唯一 的 轿 (1, O, 0, 1) 结 
85. 

E B| x E sk F ff KREE + ik Q gk H x PE HAS: 88 Fh 8 Ç 
ERS. RRWHLATATMHLR, 有 什么 必要 再 介绍 伸 长 
迭代 嘱 ? 或 许 又 有 读者 更 提出 :从 迭代 法 则 看 ,似乎 伸 长 达 慌 比 通 
常 迭 代 更 能 体现 偶数 变 奇 数 , 奇数 变 偶数 的 迭代 过 程 ， 那 末 为 什 
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么 不 用 钊 长 选 代 “ 统 掉 ” 通常 选 代 ,而 在 前 面 花 了 那么 多 简 幅 只 讲 
通 常 选 代 呢 ?作者 的 管 复 是 :第 一 , 依据 (1.1.1) 式 的 函数 所 进行 
的 选 代 园 样 能 体现 偶数 变 奇数 , 奇数 变 侦 数 的 迁 代 过 程 : 第 二 ， 
如 果 非 要 在 两 种 选 代 中 选择 一 种 而 “ 统 掉 ” 另 一 种 不 可 的 话 ， 那 末 
被 “ 统 掉 ” 的 决 不 应 该 是 道 常 选 代 而 应 该 是 伸 长 送 代 ! 这 是 为 什么 
呢 ? 原 因 就 在 奇偶 矢量 的 差异 上 . 
从 第 2 节 我 们 已 经 知道 若 采 用 通常 选 代 , 则 在 自然 数 集 与 奇 
侦 矢 量 集 之 间 存 在 一 个 极 潭 亮 的 一 一 映射 、 正 是 由 于 有 了 这 一 数 
学 之美 才 在 接 下 的 内 容 中 使 奇偶 矢量 的 作用 展现 得 淋 湾 尽 致 ! 然 
面 令 人 遗 收 的 是 ， 在 伸 长 迷 代 下 ,奇偶 矢量 却 难 凡 排 上 用 场 ! 这 
是 为 什么 呢 ? 现 举例 说 明 . Ams € [1, 8] , MPRA, 4 
1 一 T(1) = (1, 45 2，1，…}， 
vl) = (1001+), 
2 T(2) = {2, 1, 4s 2s 1, =) 
v(2) = {01001}, 
3 一 T(3) = (3, 10, 5, 16, 8) 4, 2, 1, 4, 2, 1, =) 
9(3) = {10100001001}, 
ASTA = (4, 251045 2515 oh, 
vA) = (0010015 
5—T(5) = (5, 16, 8, 4, 2, 1, 4, 2, 1, ds 
¥(5) = {100001001 ++}, 
6 T(6) = (6, 3, 10, 5, 16, 8, 4, 2) 1,4, 25 l eh, 
v(6) = {010100001001}, 
7 一 T(7] = (7, 22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 
516 8,45 2,154, 254, 7}, 
»(7) = {10101001000100001001+}, 
8—T(8) = (8, 4, 2, 1, 4, 2, 1, ==), 
v8) = {0001001}. 
以 上 各 式 中 , 元 素 底下 划 线 者 为 用 体 长 选 代 比 用 通常 选 代 新 
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WEAK. 这 些 新 元 素 的 出 现 , 使 得 在 通常 迭代 下 存在 的 前 8 
个 自然 数 的 集合 与 长 为 3 的 子 奇 偶 矢 量 v, 的 集合 之 间 的 一 一 映 
射 草 到 了 破坏 ， 因 为 出 现 了 “多 对 一 ”( 或 “一 对 多 ”7:1 和 5 一 (10 
0) 2M6> {010}, 3 和 7 一 (10 11, AAE EI HH RHR 
代 那 样 漂亮 的 一 一 映射 因此 ,在 伸 长 送 代 下 奇偶 矢量 失去 了 通 
PERF ORB, MILF HALA. 这 就 是 为 什么 通常 迭 
代 能 被 多 数 研究 者 选择 , 且 应 该 “ 统 掉 ” 伸 长 迁 代 的 理由 . 

搞 学 术 研究 应 当 “ 百 花 齐 放 ” WR, 伸 长 选 代 有 不 能 让 奇偶 
矢 景 施展 威力 的 不 足 之 处 , 但 在 不 涉及 或 少 涉及 奇偶 矢量 的 研讨 
场合 , 它 是 完全 可 以 同 通常 送 代 娘 美 的 ,因而 也 被 不 少 3N 十 1 猜 
想 的 研究 者 所 采用 并 已 取得 了 可 观 的 或 果 . 因此 伸 长 夺 代 同 通常 
RAW IN 十 1 猜想 研究 中 的 “一 朵 花 ”, 我 不 会 真 的 用 通 
KARRE AH”, 把 用 伸 长 选 代 取得 的 新 成 果 按 通常 迭代 进行 
“移植 ”， 否则 本 节 书 就 不 存在 了 . 本 节 下 而 介绍 的 就 是 在 伸 长 选 
代 下 研究 3N + 1 猜想 所 取得 的 成 采 . 


7. 2 项 公式 


Rn HMB TO) 和 奇偶 矢量 vm) 分别 为 
Tin) = {C la), Cin), 1e, Ca), hs 
v(m) = {£n}, m), +, maa), eh 
Er C' (n) RATG) 的 一 般 项 , 也 称 的 一 般 项 , 而 
t 34 Cn) = 0 Bl, 
a(n) 一 
1， 当 Cs) 三 1 时. 
RF d, e, eo 的 会 义 如 下 : 
d4—C'G)G = 0, 1，2，…, 大 一 1) 为 奇数 的 项 的 个 数 ， 邵 


+ 
d= Sz). 
< 
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e— 第 ;个 奇数 项 后 面 连 续 的 偶数 项 的 个 数 ， 
eo 一 一 第 一 个 奇数 项 前 面 的 偶数 项 个 甫 . 
则 有 
kde, te ter 十 ed 
关于 的 项 公式 ， 有 以 下 定理 ; 
定理 7.1 ROM 是 的 一 般 项 , 则 
34 d dmi 


yet 
Ca) = gait D ge 


fort 


(R= 1, 2) 3, )- 


(7.2.1) 


(7. 2. 2) 


(7. 2. 2) 式 就 是 = 的 项 公式 ， 下 面 对 上 用 归纳 法 证 明 . 


证 r 当 & 一 1 时 , 有 两 种 情形 ， 
a) Ëra) = 0, A 


Cto = $ = 


公式 (7. 2. DEM. 
b) 车 za 一 1， 则 


1 
Cn) = 9 + 1= Z= `n + Sar 


2 当天 一 2 时 ， 有 三 种 情形 ， 
a) 车 zoln) =0, nr) = 0, Bl 


o 
Cla = 4, ms ba ean + 0- 


4 


ARC. 2. DEM- 
b) # z @)= 0O,,z(@)=1,)DW 


3: 3 3 
Cm) =F, GD 2 tl= = n + S 
AR. 2. DIER- 
c) #2) = 1, z,G@) = 0, WJ 
3n 1 3 3 
CG) = 3n + 1, Ct) = S + y = gant S 


公式 (7，2，2) 正 确 . 

3 假设 公式 (7. 2. 2) 正 确 . 下 证 (7，2，2) 式 中 的 天 可 用 天 
HIRR. 有 两 种 情形 ， 

a) # =,@) = 0, M 

cm =Lom=44 [Sent Soe] 


iz 


3¢ ani 
goann Set sta 


其 中 后 一 个 es 比 前 一 个 se K 1. 公式 (7- 2. DEM. 
b) #2G@)=1, M 


Ch) =3C'@) +1 3[ scent Da =a 1 


coal Epi 
3 3 


yea ` n + to = +1 


dt dt +i 
3 3 


1 
ont 
igi he, 
TSS ‘ath, 


= 7a+D-GED 
2 


公式 (7. 2. 2) ER. 

由 1".2* 3°, 定理 得 证 . 

读者 可 将 (7. 2. 2) 式 的 项 公式 与 (5，1，?7) 式 道 常 迭代 下 的 
项 公式 进行 比较 . 举例 说 , 令 n 二 11, R= 5. 依 (5. 1. DR, 
有 


C°(11)= 1) + 11 + r;(11) 
3 
= x * 11 + % = 10. (7. 2. 3) 


MRKAR. 2，2)， 要 得 到 同样 的 结果 需 取 玉 一 8, fi d = 3, e, 
一 1,e 一 1,e 一 1，eo 一 0, 得 到 


3 a 
eap=§-n+54+542h—10 (7. 2. 4) 
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7. 3 10) Ft) 的 相等 性 


足够 停止 次 数 O) 是 (7. 2. 2) AE CH) 之 的 最 小 让 
Bn d 是 该 式 中 使 并 < 1 的 最 小 上 值 BRR LOD <i Gnd 
> 1), ABC) <a, 则 必 有 3/27 <1. BF, t(n) 
BiG) 容易 求 出 , 

大 其 的 试验 表明 t) 的 值 一 般 不 大 ， 例 如 

“4 n = 0(mod2) Ff , (7) = 1; 

H n = 1(mod22) Bf, tC) = 3; 

24 n = 3(mod2*) 时 , £, Cn) = 6; 

34 n = 11, 23¢mod25) BY, £, (n) = 8; 

H n= 7, 15, 59¢mod2") BY, 2.2) = 11; 

H n = 39, 79, 95, 123, 175, 199, 219¢medz*) Rf, 

ta(n) = 13. 
以 上 事实 表明 , 区 间 [1, 2] FA 237 4" aR. AR 


13, Bs He BLES == 93%. 少数 的 4 RK, WCT — 96， 


z,(7035 = 182, t.(85655) = 220, t,(270271) = 311, z, 1027341) 
= 347， 等 等 ,其 中 347 是 区 间 [1，1065000] 中 最 大 的 .由 此 人 
们 普 庆 相信 90% VA F h) BRO BERD, 只 有 极 少数 自然 数 
H t 比较 大 ,那么 要 间 :t,(n) REAR? 答案 是 否定 的 . 例如 
t —1) > 2n—= co (n — 00), 
从 第 5 节 知 并 非 所 有 的 自然 数 都 可 作为 二 的 值 . 这 一 结论 也 
可 从 (7，2. 2) REAL 为 此 , + 


Ltd) = [diogz3]， (7. 3. 1) 
MBM MASA elor<te] + 1, 得 
DEO < 3 < ge, (7. 3. 2) 
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Ak, WRL) =k, Wk — d = 1 + Lad), BD 
k=d+1+L@) (7. 3. 3) 
为 可 能 的 系数 停止 次 数 te 
人 们 在 验证 3N 十 1 猜想 的 过 程 中 发 现 . 明 显 的 不 等 式 tCn) 
She) 实际 土 为 等 式 t.(n) =t), 这 等 式 至 少 在 区 间 [1, 1. 15 
X 10°] RE, 未 发 现 一 个 例外 . 据 此 天 们 猜想 :对 任何 x € N, n> 
1, 有 (xn) 一 ta), 但 这 一 狂想 迄今 未 能 从 理论 上 获得 证 明 , 不 
过 研究 表明 ,在 一 定 的 定 界 条 件 下 可 以 证 明 t&(n) = tCn), T I 
就 来 讨论 这 个 问题 . 
引 理 7. 1 BRMEN, $ 
EM) = max{— logi[1 — 2 -3-"]}. (7. 3. 4) 
REA 4 < M, 有 
atten < 37 — pt. (7. 3. 5) 
证 £$ m= dÉ AC. 3. OR, B 
&(M) 2 (一 log:fl — 2° + 3-7), 
由 此 , 得 
gon > [1 — O n ggi, 
3700 — BD ge 
所 以 
30800 < 34 — 2h, BJ (7. 3. 5) 式 成 立 , 引 理 得 证 . 
引 理 7. 2 选取 M € N, $ 
BUM) = max{— jog,[24*™ - 3°" — 1]}. (7. 3. 6) 
WHER d < M, 有 
3 00 < gibi) 一 gi, (7. 3. 7》 
此 引 理 的 证 明 与 引 理 7. 1 的 类 似 ( 从 赂 ). 
表 7. 1 列 出 了 MM 及 与 其 对 应 的 5CM) M BM) 的 值 .注意 所 
列 M WEEE bO 或 BCM) 增加 的 值 . 


研究 表明 , 当 4 二 Fa) BRAM, H tln) = t). F Tt 
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的 定理 具体 给 出 了 这 种 “不 太 大 ”的 程度 . 
定理 7. 2 3 k= (n), B 


4 <min[M, 5-38 [1 一 s ega), (7. 3. 8) 


WW t(n) = k, BD r.) = taln). 
证 BAR =26n), HY 3 /2° < 1， 注 意 到 
k— d =e +e ttn H ea 
k=d +1 + Lld), 


34-i potat=te gii- 
== <š 


H (7. 3. OR, 有 


m 
pee < S a) < La — 30). 


由 (7. 2. 2), 有 


‘ 
Con) < gg * n + 2. a= se, 
PUT C'(n) San, W 


d 


do a 
naan + Fa — ste), 
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7.1 M, b(M) BOOM 


b(M) 


BM) |M bM?) BM) 
i 1 1 3631 6. 49 
2 2 4296 6. 53 
3 1. 535 4961 6. 59 
5 2. 665 5626 6. 65 
7 2. 508 6291 6. 71 
12 3. 921 6956 6. 77 
17 2. 946 7621 6. 8 
29 3. 346 | 8286 6.9 
41 4. 062 8951 7.0 
53 5, 618 9616 7. 1 
94 4. 246 10281 7. 2 
147 4, 477 10946 ?7.3 
200 4. 785 11611 7.4 
253 5. 253 12276 ?.6 
306 6. 267 12941 7. 8 
359 6. 23 13606 8. 0 
665 9. 14 14271 8.4 
971 6. 31 14936 8. 9 
1636 6. 35 15601 10. 2 
2301 6. 39 16266 9. 4 
2966 6. 44 31867 9. 9 
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解 得 nx fa — gry) ot 


3 22 — BF 
a _ asas 
= za — 370). gaia yt 
(7. 3. 7) 式 , 有 
a _ git 
n< Q — 3) + aan 


uo 
= Sag — suy B. go, 
由 (7. 3. 8) st, 得 
zro 
a< nË. 
由 (7. 3. 5), 得 
n< n. FM. 


BOG) < n, a) < Ë = kG), SLMRSK tln) D tln) 联 
立 便 得 到 tn) = z, Gn) 二 上 .定理 得 证 . 


7.4 B 


根据 3N + 1 猜想 的 等 价 命题 7. T 知 , 着 3N + 1 猜想 正确 ， 
则 每 一 自然 数 呈 的 轨迹 序列 T(n) 最 终 以 包含 1 OPEL, 4, 
2, 1) 结束 . 

REBER n 的 轨迹 序列 存在 一 个 不 包含 1 的 图 ,看 会 发 生 怎 
样 的 结果 , 这 时 该 国有 最 小 项 , Rm > 1， 出 存在 某 &E N, 使 
48 Ct! Om) = m. te 的 定义 及 (7，2，1) RA Gn) < k. 

《1) WRL) 二 tln) Me € N 成 立 (至 少 目前 还 未 发 
HAIN. WEA tn) = t,G). FR z, (m) < k. Ik 55 m EL IR h k 
AHA SE. 这 说 明 此 时 了 Gm) RARE 15988. 

(2) WRL) = 1.6) 不 是 对 任何 自然 数 成 立 , 但 是 中 的 
自然 数 满足 定 现 7. 2 的 定 界 条 件 (7. 3. DR. 则 依 该 定理 会 导致 

.89 。 


ANTS. 就 是 说 当 严 满足 (7. 3，8) 式 时 , T m) 也 没有 不 含 1 
的 图 . 


D f m RRL. 3. 8) 式 即 


dB min M, F370 61 — 3-1) (7. 4. DD 


B), MH) Ton) 可 能 存在 不 含 1 的 图 .这 时 ， 

Ë m>6 X 10’, M = 14000, 66M) = 9. 14, B(M) = 8. 0, 
RAER, Bd > 13700, HIEREN eS 35414. TORE 
1 的 图 长 至 少 是 35414; 

# m 22 2 X 10°, M = 14000, 6(M) =9. 14, B(M) = 8. 0, 
代入 上 式 , dS 40700, k > 105208, MT) AE 1 的 图 长 至 
少 是 105208. 

以 上 数据 似乎 表明 , 除非 每 个 自然 数 4 的 轨迹 序列 (x) 只 
包含 唯一 一 个 短 图 (1、4, 2, 1), PUTO) 存在 不 包含 1 的 图 ， 
则 这 种 图 的 长 度 会 随 MIKA, BARK, 


7. 5 ” 相 邻 数 对 的 高 差 估 计 


从 第 3 和 第 4 节 的 讨论 可 知 , 自然 数 中 属于 同 高 连续 数 对 和 1? 
一 tuple 的 数 ， 即 非 孤 立 数 占 绝 大 部 分 ,其 它 的 数 即 孤立 数 相对 很 
少 . 研究 表明 ,即使 相 邻 两 个 孤立 数 ,它们 的 高 一 般 相 差 也 不 大 . 
定义 7. 1 ABA ARM Hat 1899806936 hC + 1) 一 
h(n) Hn MMH, WH fO), MSD = kG + 1) ha). 
例如 


3, k=05 
FGk + 4) = 0, k>1. 
ACHAT bn RTE fO) 6648. 


Bn ERRE 1 过 程 中 用 3 ROKR ma), 用 2 除 的 次 数 
为 aCn)、 由 于 “如 1” 不 是 主要 的 ,我们 将 其 忽略 . 故 有 
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on 


n> oa == 1, (7. 5. 1) 
m(n) + da) = h(n). (7. 5. 2) 
同样 , 对 nw 十 1 有 
green 
a+ 1) jamal (7. 5. 3) 


mn 二 DD 二 dn+1)=hn+1). 75. 0 
3 n 充分 大 时 , n + len, 故 由 (7. 5. 1) 和 (7. 5. 3) 式 得 


gr@ groto 
Te © ZHI (Q. 5. 5) 


& m = m@ + 1) — man), d = dm + 1) — di), HER, 得 


Ep 
wel. (7. 5. 6) 


m+ d= mG@ +1) — mn) + dln + 1) — din) 
= [m(n + 1) + da + 1)] — [m(n) + d(n)] 
= h(n + 1) — k(n) 


= f(n) (m, d € Z). (7. 5. 7) 
38047. 5. 6) 和 (7. 5. 7) 式 联 立 , 解 得 
dæ Í(n) » logs3, (7. 5. 8) 
m == f(n) + ioge2. (7. 5. 9) 
故 有 
FE ~ logs2. (7. 5. 10) 


LECO. S. 10) 式 就 是 我 们 对 高 差 fn) = AC + 1) ha) 
进行 估计 的 依据 . FAREA m MS 都 是 整数 ,如 为 有 
理 数 , 因而 右边 的 对 数 logs2 应 取 最 佳 有 理 逼 近 , 于 是 将 其 写成 连 


分 数 表达 式 势 在 必 行 . 下 面 给 出 便于 利用 计算 机 求 这 种 形式 的 对 
数 的 有 理 逼 近 的 方法 . 
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R y = log.b(1 < b < a) 的 连 分 数 表达 式 和 浙 近 分 数 的 有 效 
算法 : 
Ble $h =a, bi =b. 


第 2 步 由 
Soa < G@=1,2,-) (7.5 ID 
bi 
bu = Ge = 2 D (7, 5. 12) 


FRU IR UE nis bas nao bss ngs bas 0s G € N). 
BES Bms mi n, e 构造 y = logh 的 连 分 数 表 达 式 : 


y= log, 


1 1 1 1 1 


m + m + m + n tm tHe 
= [0, ms nas nss no ns, el (7. 5. 13) 
第 4 步 ”列表 写 出 y = logs 的 各 渐 近 分 数 ( 表 ?- 2) 


表 7. 2 y= logd 的 渐 近 分 数 


i 一 2 一 1 0 1 2 3 4 ad 


ni o m m m m 
Pi 0 1 9 P P: Ps ps 
% 10 1 q gs a % 
yn Ë ò P P: bs P. 
q 1 a a gs x 

3 7. 2 中 ， P. = n, * pea H Pinas 


qi = ni gi gi 
这 里 需要 说 明 的 是 ,为 什么 由 第 2 步 求 出 mm mo m e 以 后 
就 可 以 得 出 (7. 5. 13) 呢 ? 兹 证 明 如 下 ， 
ACT. 5. 11) 式 知 , 存在 o> 1, maa > 1, 使 得 


nak 
98) oa, 07. 5. 10) 
Cone) oa, (7. 5. 15) 
va 
由 (7. 5. 12) 和 (7. 5. 14) R, 得 
ath 
ka wees ÀM U (3) 
Hn = SN m et 
即 
ba = be (7. 5. 16) 
由 (7. 5. 15) 和 (7. 5. 16) 式 , 得 
mn = nm toh. (7. 5. 17) 
<= 
HO. 5. 14) 式 , 得 
l 
b =a], (7. 5. 18) 


a1 


HERS k = 1, 并 反复 利用 (7. 51D 式 ， 得 


1 
logs én = y= T 
nm 十 = Mt 十 w + 
= 
=—— --. (7. 5. 19) 
1 
x+ — 
m+ T 
m + 1 
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即 (7.5. 13) 式 成 立 . 
现在 回 到 (7. 5. 10) R, $ y= log? < 2 = b < 6 = a). 
依 上 面 给 出 的 方法 求 得 
y= logs? = Enos ns ms °, may oo] 
= [0, 2, 1, l, 2, 2, 3, 1, 552, J. (7. 5. 20) 
并 列 出 表 7. 3 凡 求 得 一 部 分 渐 近 分 数 ， 


87. 3 ?= log 的 渐 近 分 数 


0 241 12 2 3 1 5 2 
b. © 1 0 1 1 2 5 12 4 53 306 665 
1 0 1 2 3 5 13 31 106 137 791 1719 … 


te 
= 
= 
= 
四 
I< 


A 4) 53 306 665 | 
ç, 1 2 3 5 13 31 106 137 791 1719 


RT. 3 中 的 paq G = 0, 1, 2, 0) 依 以 下 公式 计算 
p- =0, p = l, ga = l, qma = 0, } 
bi = n; Pint Pirs G = n, Go Fe 
(7. 5. 21) 
y = loged 的 源 近 分 数 即 C5 的 可 能 的 最 佳 信 为 : 
9 1 1 2 5 12 41 53 306 665 .. 
1' 27 3° 57 18" 31° 106” 137’ 791” 1719” 
C7. 5. 22) 


上 式 中 的 分 母 便 是 |f《n)1 可 能 的 最 佳 值 . 
进一步 的 研究 发 现 一 个 奇怪 现象 , 就 是 (7. 5. 22) 式 中 每 两 
个 相 邻 互 素 的 分 母 组 戌 的 数 对 (a, b) = (2, 3), (3, 5), 5, 13), 
等 等 似乎 是 在 各 自 的 一 定 范围 内 的 高 差 SO) 的 “ 基 ”, 就 是 说 ， 
车 取 定 某 数 对 (a, b), > 
da = min( Va + y laz T by =f) (x,y € 2), 
(7. 5. 23) 
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则 对 一 定 范围 内 的 # 值 , RAG, 5) 同 在 同样 的 值 范围 内 取 
BUM BRM Cay, b), WE, 有 [daol < ld... 1. A40, (Ga, ë) 
= (2, on € [1, 2]; (3, Seon € [3, 8J; G, 13)— € [9, 
24J, (18, 31)on € [25, m](m Zb J 20000). 其 中 素数 对 (13， 
31) 万 为 神秘 ， 下 面 就 来 具体 考察 ins.s 的 值 , 为 此 先 得 作 点 准备 . 

注意 ，(7，5. 23) 式 夭 及 到 一 个 理论 问题 , 就 是 当 正 整数 4， 
ERMC, D 一 1 时 , 不 定 方程 az 十 by 一 了 (n) 有 整数 解 (zy) 
且 有 无 穷 多 组 整数 解 (因此 d. FE) 这 和 需要 以 下 引 理 和 定理 . 

引 理 7. 3 Ma, 5 是 聊 个 互 素 的 正 整数 , WHE, y € 
Z, 使 得 

az + by = 1. (7. 5. 24) 

证 ”上 式 是 数论 科学 中 最 基本 的 重要 等 式 之 一 ,为 独立 与 完 
整 也 为 了 有 的 读者 的 需要 起 见 , 现 分 三 步 写 出 它 的 证 明 。 

G) ” 设 A4 和 记 是 能 写成 形 如 az 十 by 的 二 个 整数 , 这 里 a 和 
b RUB HEREBR. z, y € Z, BD k.A + k,B(k;, k, € Z) 
也 可 以 写成 ax + by 的 形式 , 这 是 因为 车 

A=artby, B= az, by, 

则 RA + k,B = alkr + k,z,) + blk yy + kaya). 
出 于 及 zl + ker € Z H kiy, + kay: € Z, #& k.A. + kB tb EÉ $t 
ax + by 的 整数 . . 

D 不 妨 设 a >>b, 则 必 存 在 正 整 数 q > 0, 整数， 使 得 


a =bg tr, OR <4). 
Hn >On, MRT b >> ru, ff ie E Ma > 0, 整数 一, 使 
得 

b= ng +0 < r, < r,). 
MRAP K, HERB. BHM, 所 以 经 过 有 限 步 以 
后 , 可 使 余数 为 0. WHERE: 

a= ba + (0 < < ó), 
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b= rq: + (0 <, <), 
n = rege tr <r < r), 


Taa = r,-,q, + r,(0 < r, <a) > 
Fai = T,Q,+1- 
(7. 5. 25) 
士 式 中 最 后 一 式 的 余数 为 0. 由 土 式 的 第 一 式 有 (oa, b) = O, r), 
ARBOR AG, ru) = Gri r) > BRERA (rs ra) = (ray rads ne 
由 最 后 一 式 有 G1.) = r,. 所 以 有 
(a, b) = Cs r.) = Gas rx) = + = rans r.) = r. 
即 最 后 一 个 余数 x, 就 是 a 和 6 的 最 大 公约 数 .由 于 (a, b) = 1, fk 
r. = 1. 
(3) ÉC. 5. 25) 式 写成 ， 
ri =a — qib, 
T =b — grs 


ry = r gr 


(7. 5. 26) 
EF qs geo q. E Z. 由 于 a 和 hb 本身 都 是 形 如 ax + by 的 数 ， 
故 由 (1) 的 讨论 可 知 ,〈7. 5. 26) 式 的 第 一 式 中 的 是 形 如 ax 十 
by 的 数 ; 又 由 b 和 m 是 形 如 ax 十 by 的 数 可 推 知 第 二 式 中 的 r, 也 
是 形 如 ax + by 的 数 ;如 此 下 去 可 以 最 后 推 知 ra = 1 也 是 形 如 ax 
十 by 的 数 , 因此 ax + by=1, WFE x, y € Z, 使 得 ax 十 by 一 
1. 于 是 引 理 7， 3 得 证 。 
5127.4 如果 a,b 是 两 个 互 素 的 正 整 数 ， 而 c 是 一 个 整 
数 , 则 存在 x,y € Z, 使 得 
ar + by = c. (7. 5. 27) 
证 ”由 引 理 7. 3 知 , FE zo y € Z, 使 得 
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az, + by = 1. 
S z= czo y = cy 代入 上 式 ,得 
ax t+by=c, 
即 方程 (7. 5. 27) AERC, y) = (czo, cyo). 引 理 得 证 . 
定理 7, 3 ”如果 a, 2 是 两 个 互 寨 的 正 整数 , 而 < 是 一 个 整数 ， 
且 不 定 方程 


ax +by =c (7. 5. 28) 
AHERE r = ro y= y WHEN k € Z, 
z = z + kb 
{ (7. 5. 29) 
y = x — ka 


也 是 方程 67. 5. 28) 的 整数 解 , 且 是 它们 的 一 切 整数 解 . 
证 因为 z= zy 一 加 是 方程 (7，5. 28) 的 一 组 解 ， 则 
ary 十 byo = c- (7. 5. 30) 
由 此 有 
a (zo + kb) + ECO — ka) = az + bys = c. 
因而 (7. 5、29) 式 也 是 方程 (7 5. 28) 的 整数 解 . 
Rr, y EHET. S. 28) 的 任 一 组 整数 解 ， 则 
az + by = c. (7. 5. $1) 
(7. 5. 31) 一 (7. 5. 30), 得 
a(x! — zo) + by — yo) = 0, 


ala! — zo) =— bly! — yo). (7. 5. 32) 
由 上 式 和 (a, b) = 1, M bl Ce — za), z' — zç = kb, Bp 
z = z + kb. (7. 5. 39) 
将 上 式 代入 (7， 5. 32) 式 ， 得 
y =y ka ` (7. 5. 34) 


(7. 5. 33) 式 和 (7. 5. 34) RRA z', y 可 以 表示 成 (7. 5. 29) Ç 
WER, ACO. 5. 29) 式 表示 方程 (7，、5. 28) 的 一 切 整数 解 . 定理 
得 证 . 
现在 回 到 (7. 5. 23) R. 由 引 理 7. 4 和 定理 3 知 , 方程 az 
"97. 


+ by = f) 有 形 如 (7 5. 29) 的 整数 解 , 其 中 ros yo 是 方程 xx 
+ by = f(n) AR k € Z. = = xz + kb, y = y — ka FR 
ABA AT FY, 得 


PRY = N (ze + REY + yo ka) REZ). 


(7. 5. 35) 
容易 证 明 函 数 
Ax) = V (zo + bx)? + G ~ az)? (z € R) 
(7. 5. 36) 


ERA, 因而 mingles) BH (7. 5. 23) 式 的 意义 是 明确 的 . 
现 具体 取 数 对 (a, b) = (13, 31), HR AR Ba € (5385, 
5399], 得 到 表 7. 4. 


RTA 
5385 147 | 一 80 一 3 10 
5386 67 80 -1 3 10 
5387 147 | — 80 1 一 3 10 
5388 67 0 0 0 0 
5389 67 一 39 | 一 3 0 9 
5390 28 0 o 0 0 
5391 28 88 2 2 8 
5392 116 | 一 49 1 一 2 5 
5393 67 93 0 3 9 
5394 160 a 0 0 0 
5395 160 | ~44 | —1 | —1 2 
5396 116 0 0 0 o 
5397 116 | 一 49 1 一 2 5 
5398 67 o 0 0 9 
5399 67 49 一 1 2 5 
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表 ?. 4 中 必 = min ( Ve + y |13z + 31y = fo), 其 
绝对 值 很 小 . 而 且 计 算 表 明 当 取 (a, b) = (13, 31) ARARA n 
€ [255 m]G 至 少 为 20000) 时 |ds.s| 也 不 大 . 这 一 奇怪 现象 是 


5765 的 (7，5，22) 式 最 佳 浙 近 分 数 表 示 密 切 相关 的 、 


+996 


8 ERER 


8.1 压 编选 代 的 意义 


本 节 和 下 节 讨 论 在 压缩 迭代 下 研究 3N 十 1 猜想 . 顾名思义 ， 
ARE n 通过 压缩 迭代 , 其 轨迹 序列 To) 和 奇偶 矢量 vO) 一 定 
比 伸 长 达 代 和 通常 过 代 时 都 得, 那么 采用 压缩 选 代 所 依据 的 
Collatz 函数 CC) 应 如 何 定义 昵 ?在 给 出 这 个 新 的 函数 定义 之 前 
必须 明确 这 样 一 个 判断 : 若 所 有 奇数 (或 偶数 ) 符合 3N + 1 猜想， 
则 所 有 自然 数 也 符合 3N + 138438. 因此 在 3N 十 猜想 的 研讨 中 
只 需 考察 奇数 (或 偶数 ) RTT. 我 们 选择 只 考察 奇数 . 设 任 取 一 


ain, pee tt pH ymy, et, 如 


= 
Ia Lay BOTT a E GD 表示 使 偶数 3 十 1 能 被 2 整 


除 的 最 大 自然 数 ). PRAAT eR Aw, 这 便 是 所 


谓 的 压缩 迭代 . 就 是 定义 Collatz BARC) 为 
(n €N), (8. 1. 1) 


其 中 Na 表示 全 体 奇 自然 数 的 集合 ;ez 表示 使 偶数 3n + 1 能 被 
2 整除 的 最 大 自然 数 . 则 依 此 函数 对 奇数 n 所 作 的 迭代 称 为 压 
HAR. 

ABHERARK ERA, 在 压缩 选 代 下 ”的 轨迹 译 列 
Te) 短 得 多 ， 且 全 由 奇数 组 成 , FARR) 则 全 由 1 组 成 ， 
hin) 变 小 , Collatz AER. 例如 : 
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TO) = (1, 1, 6), yQ) = (1 1}, ACL) = 0, 
T(49) = (49, 37, 7, 11, 17, 13, 5, h, 1, ==), 
»(49) = (11 +}, h(49) = 7, 
TD = (51, 77, 29, 11, 17, 13, 5, 1, 1, hs 
v1) = {Ll}, AGI) = 7. 
fB O RAQ ES F, 49, 50,51, 构成 一 个 3— tuple, 
现在 49 和 51 仍然 同 高 . 这 一 性 质 带 有 普通 性 . 又 易 知 有 以 下 等 价 
命题 : 
IN 十 1 狂想 的 等 价 命题 8. 1 在 压缩 选 代 下 ， 每 个 奇数 的 雪 
迹 序 列 以 定点 1 结束 . 
三 种 选 代 相 比 , 互相 间 明 显 的 不 同 点 是 阁 偶 矢量 的 差别 . 如 
果 说 在 通常 迭代 下 奇怪 矢量 的 作用 神通 广大 , 那么 在 伸 长 迭代 下 
查 偶 矢量 的 作用 便 大 打折 扣 ， 而 在 压缩 渤 代 下 奇偶 矢量 的 作用 则 
AAA. 这 都 是 由 迭代 函数 的 差别 引起 的 . 象 对 伸 长 选 代 我 们 
应 保留 其 地 位 一 样 ， 对 压缩 选 代 也 不 应 以 奇偶 矢量 是 否 有 用 为 唯 
一 标准 来 决定 取舍 . 事实 上 上， 压缩 选 代 是 后 起 之 秀 , 在 3N + 138 
想 中 发 挥 著 独 特 作用 , 正 被 越 来 越 多 的 研究 者 采用 ,并 已 取得 不 
少 青 妙 独特 的 研究 成 果 ，, 大 有 后 来 居 上 之 势 ， 故 在 本 节 和 下 节 专 
门 讲述 之 . 


8. 2 ”奇数 及 其 次 方 序列 


定义 8. 1 设 a € N,m 为 有 理 数 , 定义 函数 B.G) 为 


B.(m) = (2 + m — 1)/3. (8. 2. 1) 
WER, Bom) 一 般 为 有 理 数 . 
EXB. 2 对 序列 


dali =k, k— 1, +, 2, 1st, ais k € N), (8. 2. 2) 
定义 函数 B... oO) 为 
B. (mn) = Ba, (Be, —.,Gn)) 


ku: kaa 
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= (2% + Bena, (ma) 一 10/3. (8. 2. 3) 
KEL, WR Bu, (m) 一 般 为 有 理 数 ， 其 中 {a} 表示 (aj 
au s ars a) G = k, k— 1, =, 2, 1). 
定理 8. 1 Ba € Na, B... G) € ZW 


B... Q) € N. (Q <i < pi (8. 2. 4) 
C(B,.- D = Baa) ARIS p (8 2. 5) 
CB, G@)) = n. (8. 2. 6) 
证 D 首先 证 明 (8，2， OR. 为 此 
D Sie 
Bina MEL ASI). (8. 2. 7) 
HER, Mi = j Bf, Baa (0) € Z, BI 
B... G) € Z. (8. 2. 8) 


假设 当 i = ARR 1<A<j HRT A SOD. B... GD 
ez, W 


Baa (n) € Z. (8, 2, 9) 
FB RG uE B 
Bayne, 0D € Z. (8. 2. 10) 
H (8. 2. DR, 有 
3B,... m) + 1 = 2% + GOD € Z. (8. 2. 11) 
MRE, 有 
2%-i Ba pea N) — 1 
By) = — wut (8. 2. 12) 
e-e + Bay yuna, (0) 一 
Bu, „=a, C0) -人 (8. 2. 13) 


2% B.G) —1 
—— (8. 2. 14) 


Boo, G) = 
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2 B,n—1 
— 
将 以 上 各 式 自 (8. 2，15) 式 起 从 下 而 上 依次 代 人 到 (8- 2. 12) 式 ， 
并 整理 得 


B.) = (8. 2. 15) 


Ca 一 (8. 2, 16) 


Bu s 
其 中 x € Z, H 
z =2 + (2r + G (25 
ta en D — 3) — BT) — 922 (8. 2. 17) 
将 (8. 2 16) 式 代入 (8, 2. 11) 式 , 得 
3B, (0) + 1= 2+ By.) = 2% + ja e z. 
(8. 2. 18) 


ERP TEL, HAW2SIER, B.S € Z. FRB.) € 
Z. BD (8. 2. 7) 式 成 立 . 
i) 再 证 (8. 2. pD. 
32<i<jim, KB 2, 3) 式 , 有 
B... AY + 1= 2 By nam. (8. 2. 19) 
由 (8. 2. 7) 式 知 , 上 式 右边 为 偶数 ,因而 左边 也 必 为 偶数 ， 于 是 
Bama (0) € Ne 而 当 i 一 1 时 ， 由 (8. 2. 1) 式 ， 有 
3B Ga) 十 1 = 2% on, (8. 2. 20) 
显然 B。(n) € Ne 于 是 (8，2，4) 式 得 证 . 
D ”再 证 明 (8. 2. 5) 式 . 
为 此 先 需 指出 当 1<&i jm, AB.) € N. 这 是 因为 
b Migi<j—-1M2<i+1<jot, WC) 的 证 明知 
-a 0) € Na; 
ü) 当 i=j 一 1 时 ,由 于 等 式 
Boney 00) 十 工 一 25 + Bsa, G) 


Ba. 
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的 右 端 为 偶数 ， 放 B... (0) € Nu 
BERLE AM Baa € Na 则 由 
BBa paeo, (0) + 1 = 201 + By na (n) 


A 
Bona) 十 1 
CCB。 ne, = Beary FH = Bayne, @), 
其 中 Ba gino, 2) 和 Baja, (0) 都 是 奇数 , FEG. 2. 5) RRL 


(3) ”最 后 证 明 (8. 2 6) 式 . 由 于 B, (0) € N,, 依 定义 有 
B, ie 
CB, G) 一 
MG. 2. 6) 式 成 立 . 至 此 定理 8. 1 SARE. 
定理 8, 2 BEB...) E No Ba > 2, MAB = j, 
a 


Tyan (B) = (Bayne, Ls B, y (1) =, Baas Bes 1)- 


(8. 2. 21) 
证 ”在 定理 8. 1 中 令 m 一 1 立即 得 到 上 式 . 下 证 六 (3) = J. 
GQ) HC) 的 定义 和 (8. 2 DAA 


38,0) +1 
CB.) = ett =L @. 2. 22) 
D 由 于 aa > 2, M 
BQ) = (2% 一 D/3 #1. G. z, 23) 


@ Ti 中 Boo 前 面 的 了 一 工 个 元 素 都 不 为 1. 这 是 因 
为 若 它们 中 有 基 一 个 元 素 为 1 则 由 于 CO) = 1, BFK BA) 
=1, 与 (8. 2. 23) 式 的 B。 (1) 41 FB. 

HCL), (2) 和 (3) 的 证 明 并 依 定义 可 知 有 (8) = j. 定理 得 证 . 

定义 8. 3 ECG) 表示 长 为 7 的 序列 (aj, ais oy az 
a) MRE, Ha EN, a > 2， 且 满足 下 列 同 余 关 系 : 
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2" = 1(mod3), 
Æ 1(mod9), 
2% - By ma (1) = 1(mod3), 
Æ (mad9), 
2 By a) = 1(mod3). 


} @Qsigj-D 


(8. 2. 24) 

定理 8. 3 Waid = (aj ajus s Q). M| Bu) D BBWS 
的 奇数 的 充 要 条 件 是 {ai) € GG). 

证 REUE BEB S B。.…,《1) 是 高 为 了 的 奇数 . 依 定 
理 8. 2, 有 
Ta GB) = {Ba (D), B, po Dds os B... Bas Ls 
其 中 B, Q) > 1. 因 此 a, > 2. 下 证 (8. 2. 24) 式 成 立 . 

依 (8. 2. DAG 2. DR, 有 


a —1=3B,0), (8. 2. 25) 
2 .Gd) 一 1 
Ba D = 一 一 全 一 一 . (8. 2. 26) 


由 (8. 2. 25) 式 知 22 = 1 (mod3); # (8, 2, 26) 式 中 ， 因 B... (1) 
为 整数 ， 有 B。 (1) Æ O0(mod3), B H (8. 2. 25) RM 2 2 
1(mod9). FEB. 2. 24) 式 的 前 两 式 成 立 . 

HEE. 2. 24) 式 的 后 三 式 也 成 立 . 必要 性 得 证 . 

再 证 充分 性 . Bia) € GO), Ma €N, a,> 2, B (8. 2. 
24) 式 成 立 . 由 (8，2，24) 式 的 最 后 一 式 知 Bu (1) 即 

22: B, (1) 一 1 

3 . 
为 整数 . 再 由 定理 8. 1 和 8. 2 知 B. C) 是 高 为 了 的 奇数 . 充分 性 
得 证 . 于 是 定理 得 证 . 

定义 8.4 定义 对 表示 高 为 有 穷 的 所 有 大 于 1 的 奇数 的 集 


£, mp 


Bayona, Q) = 
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M = {n € Nç, n> 1|h(z) < eo). (8.2.27) 
有 了 前 面 的 定义 和 定理 , 我 们 可 以 得 到 以 下 重要 的 唯一 性 定 
理 : 
定理 8. 4 对 于 每 个 n€ M, 存在 唯一 前 序列 {a:) € G, 使 
得 
n = B, (1). (8. 2. 28) 
反之 , 对 于 每 个 {a} € G, 有 Bu) € M. 
AP WE xn € M, X. IF $r a, 为 
a= aD G< i <, (8. 2. 29) 
其 中 e AB 1. DARELMBM, A= AC). BRB. 2. 28) 式 ， 
并 将 (B... (1), B Ds Bagya OD). By CL), 1} 


(8. 2. 30) 


kawa! 


与 
Tra a) = (n, Cn), Cn), 1, CHa), 1) 
(8. 2. 31) 
WBA An = B... (1), BECS. 2. 27) 式 成 立 . 又 由 定理 8. 3 知 
faz} = (ao aris ys a) € G. 
现 证 唯一 性 , 假设 又 有 
n= Bes, (1), (8. 2. 32) 
则 由 定理 8. 23 k = ha), 有 
Tinm) = {By 1) Ba, D> 
Byg s es Bs C1), 1) 
3B,4,(D 十 1 
2 , 
By D 十 1 — 3B,.( + 1 
pm r. 2 
(8. 2. 33) 
将 (8. 2. 32) 或 与 (8， 2. 29) 式 相 比较 ， 利 用 两 序列 对 应 元 素 相 
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= (By (1), 


Sab = a,G = h, h — 1, +, 2, 1). 例如 ,利用 前 2 项 对 应 相 
等 可 推 得 乌 一 ai， 利用 第 2 项 和 第 3 项 对 应 相等 可 推 得 名 -一 as- 


等 等 . 
反之 , Bla} = (a a, > aa) EGO), 则 由 定理 8. 3 知 


Be) 是 高 为 7 的 奇数 , MKB.) € M. 定 理 8. 4 得 证 


举例 Sn =17, W 


LADS (CAN, CAN, CAD, CAD) 


= {ur 32 十 1 3CIQ7 +1 CAD +) 


gPa > gam , ga 


= [17 3X174+1 3X13+1 s= 
= N , 


2 , z. , 2 
= (17, 13, 5, 1}. 
h(17) = 3. 
a, = e(C*"1(17)) = e(C*X(17)) = e(5) = 4, 
a, = (CPAT = e(C1(CAT) = ell) = 3, 
ay = e(C*2(47)2 = e(C(C(17)) = eG17) = 2 
(a) = las, azs a} = (2, 3, 4) € GO). 
2 = 16= 1(mod3), 
= 1(mod9), 
2% = B, Q) = 40= 1(mod3), 
 1(mod9), 
a+ Bo (1) = 52 = 1(mod3). 
17 — {25 85 4, s+}. 
T,AD= (Bia, (1); Bye (1); B.G), 1) 
= (17, 13, 5, 1}. 
O +1_ 3,0 +1 B.D =5, 
3B (D1 
2 


s= B,() 
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3B,,. Q) +1 
= — —B.. Q) = 13, 


2 
38... +1 
13= BD) = 一 
3B... (1) + 1 
= aa => B...) = 17. 


定义 8.5 PaE N, WT) = (Cm), Ca), Ce), =} 
= {nos nu ma, 0). WF] EC) = (elr), en), eC), 下} 称 
为 ”的 次 方 序列 - 

例如 , EGD 一 {2，3，4，…} - 


8.3 具有 有 限 高 的 数 


对 于 每 一 个 nE€ N, n 的 高 h(n) 要 么 为 某 一 定数 ,如 有 (1) = 
0, AC) 二 2, h(S) = 1 等 等 ;要 人 么 为 oo( 目 前 还 未 找到 例子 ). 但 反 
Ak, HAAA RYO 给 定 后 ,以 及 为 高 的 自然 数 n 却 不 是 唯一 
的 , AM, SEM AEN, HRE a = (t — 1)/3 的 高 hx) = 1. 
现在 的 问题 是 :对 每 一 hE N, RAGE n € Nu, (BAG) = h? 
回答 是 肯定 的 , 并 且 同 一 个 丸 E N, 对 应 无 限 多 个 CN. 使 得 
hn) = h. 本 段 就 来 讨论 这 样 的 问题 . 

38. 1 Wia} = (ap apis ya a} € GO). W 

B... (D) < ttet, (8. 3. 1) 
WE j 用 归纳 法 证 明 . 
“j=, 
By) = (2% — 1)/3 < 24/3. 

不 等 式 成 立 ， 

假设 (8，3. DART. M 


Baja (1) = B 


tt ets, 
By og D) < | = 


37 


"a 
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ea 
= {on — -fs 


patat tar 


3 
引 理 得 证 . 
定理 8. 5 定义 
A;a} ={ {ajs apis, a) € GO la + a, + = 
+a; < z € R), (8. 3. 2) 
则 
#A,G) > (2[@% — 2)/65])', (8. 3. 3) 


其 中 [z] 为 不 超过 z 的 最 大 整数 ， 

证 ”为 方便 证 明 , 对 as an =s a; 作 以 下 限制 ， 

aq —2< (z —D/jia < @—2/j G=2,3, = D. 
(8. 3. 4) 

在 此 限制 下 ,， Ra, +a t +a < z PRU. 

通过 分 析 可 知 ,每 6 个 连续 的 自然 数 中 至 少 有 2 个 满足 (8. 
2. 24) 式 的 前 两 式 , BD 25 = 1<Cmod3) 和 2% 关 1mod9). 因 而 在 满 
EG 3. 4) RAO RRA Ra — 2 Ç 《z 一 2)/j 的 情况 下 , ai 的 取 
法 至 少 有 2[ (zx 一 2)/6 四 种 . ARTA, 4a 取 定 后 , a: 的 取 法 也 
至 少 有 2[(z — 2)/6 7] Hy ee Mais an s am REJE: a; 的 
取 法 也 至 少 有 2[(z 一 2/6] 种 . 于 是 AT) 中 包含 的 元 素 ( 集 
合 ) 的 个 数 至 少 有 (2[(z 一 29/67) A. 即 (8- 3. 3) 式 成 立 .定理 
得 证 . 

Ë “为 了 得 到 (8. 3. 3) 式 同时 为 了 计算 的 方便 , 我 们 在 证 
明 中 用 (8. 3. ORR a, ez，…， aj; 进 行 了 较 强 的 限制 , 如 果 没 有 
这 个 限制 ， 则 (8，3，3) 式 更 加 成 立 . 这 说 明 (8， 3. 3) 式 所 给 出 的 
FA (a) 的 下 界 只 是 一 个 初步 的 结果 . 读者 将 在 第 9 节 看 到 对 
HALI) 下 界 的 估计 的 进一步 改进 . 

定理 8. 5 uJ ARAN RB, xz] 中 具有 给 定 高 A 的 奇数 个 数 
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HOF Fy 这 就 是 以 下 定理 ， 
定理 8. 6 定义 
Mix) = #{nln€E M; n< z € R H hin) = h). 
(8. 3. 5) 
其 中 M BB (8. 2. 27) REX. 则 存在 与 上 无 关 的 常数 ro > 0, 使 
得 当 z > max (ze, 2") 时 ， 有 


M(x y> PROD, (8. 3. 6) 
证 由 定理 8.4 和 本 定理 的 条 件 , 得 

n = Buea l) < z, (8. 3. 7) 

再 由 引 理 8. 1 的 结论 (8，3. DR, 令 

one 
Bayon) < ES <, (8. 3. 8) 

得 

a + - + a, Slog, (32) (= z). (8. 3. 9) 


由 定理 8. 5 知 , 满足 上 式 的 序列 (as, ari s az a(€ CCAD) 
的 个 数 至 少 有 (2[(z 一 2)/6h])* 个. 由 定理 8, 4 知 每 个 这 样 的 序 
列 对 应 着 一 个 唯一 的 奇数 n 一 Ba, (1), 且 不 同 的 序列 对 应 不 同 
Ain, 因此 有 

M, G) S (2[ (2 — 2)/6h])’. (8, 3, 10) 
将 z = log,(3'z) 代入 上 式 , 并 注意 [z] > z — 1, 得 


Mæ CREED 


> [se a/a) ` 1) I 


3 z\7 
=A. [meet 64) + eee al). (8. 3. ID 
3 
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选择 常数 ze > 0, 使 得 当 开 > z At, E> at RAB E O, 
D, #4 
row: 3] +H > ger, (8. 3. 12) 


HB z > 2” 8 h < rlog,z 等 价 . FES T> max (ze, 2”) 时， 
有 


nogs| al +ton| £| > rlog;= * log, à) + logar? 
=loga™l à)+? > log;z* = 3e * log,z'. 
(8. 3. 13) 
将 上 式 代 入 (8，3，11), 并 利用 Stirling 不 等 式 
hie > ht (8. 3. 14) 
得 
Mi(z) > h + |z I > Toate’), (8. 3. 15) 


即 (8. 3. 6) 式 成 立 , 定理 得 证 - 


注 D 证明 中 选取 zo, MAAS > z MT > zt, TA 
zo 2 16. 
(2) RAO, 1) WAG. 3. 12) 式 的 
r€ (0, gr Te ia) SO D. 
G) ”最 重要 的 , 由 已 证 明 的 不 等 式 (8. 3. 6) RA, ERA 
EN, MAEA 二 的 自然 数 不 仅 存在 且 有 无 限 多 个 . 
引 理 8.2[13] 对 kEN, 有 


a ÑA il 
lime 2 # 2 (8. 3. 16) 
定理 8. 7 定义 
MG) = # {njn E Min < z € R ËB h@) < eo). 


(8. 3. 17) 
“li 


RP M 由 (8- 2. 27) REM, WERK c> 0, 使 得 对 充分 大 的 
z, A 
MC) > x°. (8. 3. 18) 
证 ”由 定理 8. 6, 我 们 能 够 找到 z > 0 和 > > 0, WEY z 
> max(x 2”) 时 ， 有 


Core] 


Mia) = YM > 3; loeb) 
由 引 理 8. 2 知 


(tort) ogy 
lime ze + > 2 L 
即 对 于 任 给 s > 0, 存在 z, > zo ERST, 有 


{logy} 


pus eon ce 
于 是 可 选取 < > 0, 使 得 


定理 得 证 . 
8. 4 MK 


假设 对 每 一 奇数 n> 1, TH) RAC) < MC 常数 ), R. 
CO) Anh =l, 2, =-), MET Cn) = n 以 外 # 不 再 出 现在 自 
身 的 轨迹 中 , WQ 3N 十 1 猜想 是 正确 的 . 这 是 因为 这 时 CC， 
Cn), e, CD 这 财 个 数 中 必 至 少 有 一 个 数 为 1， 否则 ,由 于 
这 M 个 数 都 属于 区 间 [23，M]，, ft Os k yh y Ep i 
个 数 是 相同 的 ， 与 已 知 条 件 CO) An FR. 于 是 有 以 下 等 价 命 
E. 
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3N 十 1 猜想 的 等 价 命题 8. 3 若 对 每 个 奇数 >1, T) 有 

Fr H Cto) 天 2 全 一 1，2，…)， 则 必 存 在 天 EN， 使 得 
Cin) = 1. 

车 对 某 2 € Na， 存在 上 € N, MECH) = n, MUH C) 
二 ni 二 1, 2;…)， 即 数 x 周期 性 地 出 现在 T(x) 中 - 若 站 是 使 
Cin) = n 的 最 小 值 , WER TCH) 的 周期 . 

研究 表明 , BMH CN T G) 的 周期 为 , 则 点 是 相当 大 
的 . 

Bm, n € Nay (|= (bar bas os 为 正 整数 序列 , Hm 
= Bap, s,). 定义 


n" 


A= >; 5, La 


(8. 4, 1) 
WA 
ant 
2. n — ghem= 25125 + Bt, (8. 4. 2) 
= 
下 面 证 明 这 一 结果 由 于 
n B, pe 一 
m= B, ey = Pan 1 
ces 3 
pa Zra 1 1 
SO PE Ben +] 3 
_ 28 [252 [gies 11 1 
=3 ( 3 | 3 "Basen tn) ;) 5) 3 
=3 (5 E ( (3 (3 Ba) 
1 1 1 1 1 
引 ah] 3-3) 3 
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get 3 git gi? 
2⁄ -2⁄ 2 
3: 3: 3, 


Be m= 2^ e n Bt 3% e Dts — == 
Bit ooh — Bt. oe 
ma 
= Been — 224 shies, 
即 (8，4、2) 式 成 立 . 
注意 , Slim = B,,... Q) RE CO) = n. 
反 过 来 , BB. 4. 2) 式 对 某 单调 递增 整数 序列 


O= ASA <A <+ CA, (8. 4. 3) 

成 立 , 令 
b, = Avia AG G=1 2 
可 得 m = Bos (n), 
Cn} = n. (8. 4. 4) 
ERR Hn ETO). 这 时 车 n 关 1, 则 是 使 上 式 成 立 的 最 小 氨 代 
次 数 . 
由 以 上 的 证 明 即 得 以 下 定理 : 


定理 8. 8 设 m, n € N; Wn € T' (m) 的 充 要 条 件 是 存在 
(8. 4. 3) 的 整数 序列 使 得 (8， 4. 2) 式 成 立 . 并 且 若 这 样 的 序列 存 


E, WC) = n. 


推论 8. 1 如 果 1 之 mE€ Nz, m ETlm) 且 T(m) 的 局 期 是 


k, WFE. 4. D 的 序列 , 使 得 
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i 
m( 24 — 3) = 22 和。3 (8. 4. 5) 
Fo 


反之 , 若 上 式 对 (8.4. 3) 的 序列 成 立 , Wm € Ton), H 
Cim) = m. 


BERRA n wm， 即 3 人 24， 于 是 全 <logi3 一 + 由 


T 是 有 再 数 ， 故 将 ; — loga 表 成 连 分 数 得 
log,3= [no tis Mar os nas J 
= [1,1,1,2,2,3,1,5,2,23,2,2,1,1, 
55, 1, 4, 3, 1s 1, 15, 1, 9, 2, 5, 7, 1, 1, 
4,8) 1) 11, 1,20, 2; 1,105 1,451,115 
1, l, 37, 4, 55, 15 1, 49, 0]. (8. 4. 6) 
再 依 关系 式 
1 = 1, Po = n 
qa=0 q = 1, . 
P. = nipi T ps GEN), 
Gi = nqim Hg G € N), 
SRA z == log,š 的 第 i 收敛 项 或 第 i 个 渐 近 分 数 p. /q.- 
以 下 二 引 理 可 由 有 更 通 近 理论 [13] 得 到 : 
引 理 8. 3” 设 p./q. 表示 :二 log,3 的 第 n KRM, 则 对 于 y 
<iq, 的 任何 整数 对 (x, y), 有 
lis — qut | < la — yil. 
引 理 8. 4 上 一 logz3 的 第 n KRM p,/9. 满足 不 等 式 
Ip- gtl > (q, + Gen 
引 理 8. 5 设 p./g, 是 :二 logs3 的 第 收敛 项 , By < g., 


则 
I2 — 37| > 3” + log? |p, — ant. 
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12= 一 3” |= 3|exp(zlog2 — ylog3) — 1| 
> 3log231z — yt]. 
当 y 之 gn 时, BAAS. 3 即 得 所 要 证 的 不 等 式 . 


有 了 以 上 的 准备 之 后 , RERPWCHEAR m > lB m € 
T (m) 的 奇数 m. 


引 理 8. 6 如 果 1 < m = tinf(C'(m)3, Con), 1, W 
z <[s+ 1]. (8. 4. 7) 
这 里 A, 如 同 (8. 4. 1) 式 中 的 A. 
证 由 已 知 , 有 


j 1 
im 1 _ 3 + asao) 


Cm) een PCORD= 


Cm) 3 + A 
m 
gee eo 


Com) | 3 + E 
mL (m) < 


Co 


< 


’ 


po | L| 1 
C (m 3 + — 3+ 


< ; -— 
> gi Fond 2 HD 


2 
Cm) 3 + z] 
geo tom +e en) < 
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en) 3 + — 

人 om) 3 + Ç 
QA CT FAC yoo he HDD 


m+ (3+ 4)’ 
= m 


24; , 


< 
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we [s+ 二 
于 是 引 理 得 证 . 
引 理 8. 7 mMRl<m = inf{C'(m), Cm), =} H £ Æ 
T (m) HA, BY 


m<i[3+ ZJ) W >) (8. 4. 8) 
证 Wes 1 和 引 再 8. 6, 得 
+ 
m(2% 一 3)= Sas. or 31; < S3 + 2) 3 


j=0 jmo 
aa m 
1V. 工 
<s + 2) [+ 2) 


RA 
maafa + zY ‘Jor — 3). 
由 此 即 得 (8. 4. 8) 式 . 引 理 得 证 . 
以 上 这 些 革 理 使 我 们 能 够 建立 可 能 的 循环 轨迹 的 周期 大 小 与 
t = log:3 的 连 分 数 之 间 的 联系 . 这 就 是 以 下 的 定理 . 
定理 8. 9 P pna 是: = log:3 A n ROOK, 1 < m = 
inf(C1 (m), CCm), =) B k É Ton) WAW, UF an € N, 
有 
Ë >> min (q,, 2m/ (q, 十 gati) h. (8. 4. 9) 
ME Mi k > g， 则 上 式 成 立 . R ik k <q. HAH 8. 5 知 
[2% — 3t] = 2% — 3: 2> 3° + log2 |p, — acl. 
再 由 引 理 8. 6 知 
a+ a _ GERRAN ' 
2^ — 3F 3+ log2|2. gt 


FRA 


4>m log: [3+ L]. 1p, —atl i= t 


3m }" 


Hinam, HC 4. 6) RM an + aon > 20. 因此 , MIRED TH 


M kD 2m/(q.+ qaa), CB. 4. DRAT ABI A < FC 一 


4/3m) > 28, 由 引 理 8.4， 得 
Gm + Dlog2 . 29 2m 
‘> Gs Fan “307 q + aa 

综 上 可 知 (8，4，9) 式 成 立 . 定理 得 证 . 

推论 8. 2 ”对 于 给 定 的 x € N, 只 有 有 限 多 个 n EN, RH 
环 轨迹 以 为 周期 . 

根据 定理 8. 9 积 3N 十 1 猜想 至 少 在 区 间 [1, 10*] 已 被 验证 
的 事实 , 可 以 估计 循环 周期 的 下 界 . 这 就 是 下 面 的 定理 : 

定理 8. 10 Ü l< m= Ct(m), WJ £ > 31867. 

证 BAl<m=Cm), 所 以 Tlm) 是 无 限 循环 的 , HF 
在 m, > 10", 和 使 得 zmo = inf{C'Gn), Cn), =). 由 于 mo = 
Cm), Wk AT REF T Gn.) 的 周期 . 故 由 定理 8.9 知 ， 当 ?之 
4 时 ， 有 


&>min{g,, 2 - 102/(q, + gt)}. (8. 4. 10) 
面 由 (8- 4. 6) 式 可 算出 当 = 一 10 时 ,有 
qo = 31867; qu = 79335. 
将 它们 代 人 (8.4，10) 式 得 
Ë > min{31867, 17985288} = 31867. 

MAIL. 

以 上 定理 表明 , 若 某 奇数 的 轨迹 序列 全 (n) 出 现 了 图 , 则 此 
图 的 长 度 至 少 是 31867. 这 不 是 不 可 能 的 , 只 要 3N 十 1 猜想 不 成 
立 。 


"118 


9 压缩 先 代 ( 续 ) 


如 上 和 节 所 述 , 要 研究 3N 十 1 WM, RSS AK SK n BD x € 
N.) 的 压缩 选 代 就 行 了 , 因而 考察 对 象 减少 了 一 半 . 本 节 是 上 节 讨 
论 的 继续 , 读者 首先 将 看 到 ， 需 考察 的 奇数 范围 还 可 大 大 缩小 . 
在 接 下 的 内 容 中 将 讨论 对 #A 下 界 估计 的 改进 ， 并 利用 其 结 
果 对 M(x) 和 M(z) 作出 更 好 的 估计 . 


9.1 可 无 限 缩小 的 考察 范围 


引 理 9. 1 如 果 n € N. MAn + 1) = AG). 
证 因为 
Cin + y= ED +1, 4Gn + DD 


a et 
4Gn 十 1) 3 1 
=P = BE ecw. 


H A (án + 1) 二 hln). 引 理 得 证 . 
5129.2 ”对 任 一 mn € No EX DO) = 4n 十 1, 且 令 
D'n) = n 
Dia) = D(D 100) (k=l, 2,3, =), 
则 有 


Eg a 
DA(n) = J2” modz”). (9. 1. D 


证 对 用 归纳 法 证 明 . 
G) ” 当 k 二 0 时 , D (n) =n= (mod2'), (9. 1. 1) 式 成 立 . 
Gi) BIC. 1. DRR. M 
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DH! (a) = DWDt(n)) = 4D'@) + 1 


= 4{ Diet tee et) +1, 
其 中 上 为 某 整 数 . 上 式 可 写 为 


Atl 


DG) = Be j p e 220+D+1 


foal 


= 2% (mod2244P43), (9. 1. 2) 
= 


上 式 表明 (9. 1. DORPAT + 1. AO MG), Fe 
证 . 


注意 . 由 于 


将 其 代 人 人 (9, 1 DR, 得 


gtr 
P'O) = 3 《mod22+1)。 (9. 1. 3) 


IBM Dm) € Nak = 0, 1, 2, 1). 
定理 9 1 RATHER m € N ANT Pr R n = (2” — 
1)/3(mod22=-1) 有 h(n) < co, WE n € Na, H hln) < co. 
证 任 歌 一 2 € N $k =m —14%A09. 1 DR, 得 
2" —1 
3 


Dn) = (mod22 1), 


BA 
ACD" (n)) < 00, (9, 1. 4) 
由 于 
D= (n) = D(D*-:@)) = 4D"? (n) + 1, 
由 引 理 9. 1， 有 
ACD" ny) = AD"? (n)). 

继续 利用 引 理 1, 最 后 可 得 

hD (a) ) = h(D°(2)) = h(n). (9. 1. 5) 
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比较 上 式 和 (9. 1. 4), 知 h(n) < co. 定理 得 证 . 

定理 9- 1 说 明 , 在 以 下 各 奇数 组 中 任 取 一 组 , 车 该 组 中 的 每 
个 奇数 满足 3N + 1 猜想 , 则 全 体 奇数 都 满足 3N 十 1 猜想 : 

FEM m= 1+ AER, 8, 5, 7, 9, oe 

形 如 x 二 5 + Bt 的 奇数 ;5, 13, 21, 29, 37, = 

形 如 x = 21 + 32: 的 奇数 :21, 53, 85, 117, 149, +=. 

形 如 = 85 + 128¢ 的 奇数 :85, 213, 341, 469, 597, += 


WR, 根据 定理 9. 1, 为 证 明 3N +1 ABM ARS RHAN 
范围 可 以 无 限 缩小 . 


9.2 H # Az) 下界 合计 的 改进 


这 4,(z) 所 表示 的 集合 已 在 (8. 3. 2) 式 给 出 ，(8. 3. DRE 
是 对 HA) 下 界 的 估计 . 由 于 这 种 估计 是 建立 在 人 为 的 较 强 的 
限制 条 件 (8. 3. 4) 式 下 作出 的 , 因而 只 是 一 种 粗略 的 估计 . 现在 
我 们 将 条 件 (8. 3. 4) 去 掉 ， 而 代 之 以 较 弱 的 限制 条 件 ， 以 取得 一 
个 比较 好 的 估计 . 

定理 9 2 x, j € N,z= j(mod3) B z > c ° j, WJ 
引 Cz -9⁄3 
5 j . 


HAG) Z: (9, 2 1) 


a e= bas 十 159. 
证 ”为 清楚 起 见 , 先 将 定义 8，3 中 的 GO) 用 以 下 与 之 等 价 
的 形式 描述 : 
GQ) = {{a;; ais "ala€E N, a, > 2, 

AC. 2. 2) 式 成 立 }， 

HPO 2 DRH- 
2% = 4, 7¢mod9), 
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a,(1) = 4, 7(mod9) (2 í < j — 1). 


a a (1) = 1(mod3). 
(9. 2. 2) 
上 式 与 (8. 2. 24) 式 是 等 价 的 . 

再 建立 以 下 的 乘法 表 (mod9)， 
a z 1 2 4 5 7 8 
0 1 1 2 4 5 7 8 
1 2 2 4 8 1 5 7 
2 4 4 8 7 2 1 5 
3 8 8 7 5 4 2 1 
4 7 7 5 1 8 4 
5 5 5 1 2 7 8 4 

X, 4 


GG) = {ayy aus "> as) la; € N, 2% = 4, 7(mod9); 
M2Qig sm, 29° B,C) = 4, 7(mod9)), 
I, = {6k — 5, 6k — 4, 6k — 3, 6 — 2, 6k — 1, 6k) (REN). 
FR Re Cmod9) 看 出 ， 每 6 个 连续 的 自然 数 中 满足 人 (7 中 
条 件 2% = 4, 7(mod9) 的 ai 恰 有 2 个 ;又 对 每 个 ;2 S: Sy, 每 
6 个 连续 的 自然 数 中 满足 CC) PR WB, Q) = 4, 
7(mod9) 的 a, 也 恰 有 2 个 (注意 已 oaG) Æ 0(mod3)， 
B. -CD 只 能 取 1，2，4，5，7，8(mod9) 这 6 个 数 之 一 ). 于 是 对 
每 个 a; EN, 令吉 二 [a;/6]， 则 在 集合 
Ti = (64; — 51 Oki — 4, 6h) — 3, Gk, — 23 6k1 — l; 6k,} 
PEE 2 个 数 可 取 作 ai: 一 个 记 为 4,,， 另 一 个 记 为 as，an <a. 
BLS N, = (3k — 11k € N), 并 定义 映射 :G0) > Ni: 
@(a,, djis Hy a) = (b,, bu om b), 
Hee l<: <; 
* 122 ° 


6ki — 4s 
b = 
{on — 1, 
易 知 映 射 多 MLA. 又 由 乘法 表 (mod9) 可 知 |a, 一 al 22, B 
H |b; — a | < 2. 
由 上 可 以 得 到 
HAIS Haj, ar ya € GO |a tat Ta S= 
> Hla apis, a} € GO la > 2, a 
+a te +a,< r) 
H (1d, Dyas o ba} € Nib > 2, b, 
+b, + + 5; < z) 
# (ko koa o k) € NA > 1, Gk — 1) + == 
+ (pp — 1) < z — 2j) 
#((ko kaa U h) ENR > 1, h + = 
+ k, < (z — j)/3). 
利用 组 合 学 基本 等 式 


l 


# (Ris ks ss h) E N |k, + b, + = thas") 
得 


BA lz) = # (kj, kja os ki} € Nik + k, pe 
+ k, < @ — 99/3} 
一 # (Ë, Riis ete ka} ENO" he + ks 
+ bh Se — p)/3— 1) 
= [OTP A [ Se 2 
i j : 
Arde je hast JTS. Br be jaj, G — D/3 
> 55/3, 故 有 
— p73 
sain > | Dr |. 
5 j 
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即 (9，2. 1) 式 成 立 . 定理 9. 2 得 证 . 
推论 9. 1 WIEN, cER, HxDSc-i+3, 则 存在 x' € 
N, r 3 < z' < r, x = j(mod3), H 


race 2(@ s). (9. 2. 3) 
了 
证 ”可 以 找到 整数 + 满足 
e+j<=z— 3< j+ 3 Sr. (8. 2. 4) 
这 是 因为 由 上 式 有 
imic peers 
由 于 
zi 
3 3 £ >b 
FEME = [王子 -| 满足 (9，2. 4) 式 .再 取 z =j EN, 


#=—3< z Sx, z' = j(mod3), H 
HAC2) 2 HA) >| p PA), 
I 


即 (9，2，3) 式 成 立 . 推论 得 证 
9.3 对 Milz) WM) 的 进一步 估计 


EEI) + A.G) 的 下 界 估计 的 改进 为 更 好 她 估计 两 个 函数 
Mix) = #(n|n € M, n< z € R, hm) = h) 


(9. 3. 1) 


M(x) = #{nJn € M, n< x € R, h(n) < eo) 
(8. 3. 2) 
的 值 提供 了 依据 , 本 自首 先 改进 对 M.G) 的 钻 计 ,然后 给 出 对 
M(x) 的 比较 好 的 估计 . 
“124， 


引 理 9. 3 Re>-1, 
Q) #o<<<1, WA 


G + 2) < 1 + az. (9. 3. 3) 
D @ae<oma>1, WA 
Q +a" 214+ az. (9. 3. 4) 


仅 当 = = 0 时 两 式 中 的 等 号 成 立 . 

证 设 z> 一 IT 且 0<a<1, 令 

F) = Q + z)° — 1— az. 

两 边 对 工 求 导 ， 有 
>0, % —1<<x<0; 
<0, 38 z> 0. 
TEH- 1 < z < 0 #f f G) BMB: z > 0 时 fr) AR 
FCO) 一 0. 故 jz) 委 0 且 仅 当 z 一 0 时 等 叶 成 立 .于 是 (9 3. 3) 
式 得 证 . 

(9. 3. 4) 式 可 类 似 证 明 . 

以 上 是 用 高 等 数学 方法 证 明 引 理 9. 3 的 . 考虑 有 的 读者 需 
要 ,现在 月 用 初等 数学 方法 证 明 一 遍 . 

GQ) 设 z>> 一 1 且 0<a<<1， 


1° 设 “ 为 有 理 数 . 令 a = 7, Set m, 为 正 整数 , H 1 < 
m< .利用 算术 平均 值 与 几何 平均 值 不 等 式 
te Ca, aye nea) 
(其 中 a, ar, s a, WHER RY a = a, 一 … = a, ER 
we 
atere +2)" = ZG + >>" + °> 


= JG tz) + z); + 2) 141541 
mt +z rere sys) 

cerato tam atm 

< = 


n n 


F(z) =f + z>— i] 
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=1+ r=] + ar. 


上 式 仅 当 1 十 + 二 1 踊 zx = OR SS Mw. Bz 0, WJ 
G+ a) <1 + az, 

2 设 a 为 无 理 数 , 令 有 理 数列 tr,} 以 a 为 极限 , 其 中 0 < 

<1, H 1° I 
Fa Cin (a =1,2,-). 

对 上 式 两 边 取 n — co 的 极限 ,得 

Q + 29° = limd + 2) <lim( + re) = 1 + az, 
HO. 3. 3) 式 成 立 , 且 当 x 二 0 时 , 取 等 号 . 

在 此 还 需 证 明 当 z< AOR, (1 + z)*<1 - 4 ar. 为 此 设 有 理 数 


rE Rs a< -< 1, 有 0 < <1, 且 由 已 证 明 的 结果 有 
a += = [a + < [i= S.J). 
# z 0, MAA, 有 i 
[i+ z< trem tar. 


故人 1 十 z)"< 1 十 ez. 于 是 (9.3， 3) 式 成 立 . 且 仅 当 x 一 0 时 取 等 
号 . 

(2) Ra>-lha<o 

1° Gitar<o, WO. 3. RABARI- 

2 Hl ter So, MPR ERK nf — <1, 由 (9. 
3. 3) R 


a++- Az, 


Qtr 
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ata (1+ Se) >1tn fasit ar 
(9. 3. 4) 式 成 立 , HRY r= 0 时 取 等 号 . 
G) 设 z> 一 1 且 e>1. 
1° 车 1 十 ar <0, WO. 3. 4) 式 显然 成 立 . 
2 车 1 十 az 六 0, 则 由 (9. 3 DR, 得 


Q + a)" < 1thearsits, 


1 + az < (1 + z)“. 

RO. 3. 4) 式 成 立 , 且 仅 当 工 一 0 时 取 等 号 . 

综合 (1)，(2) 和 (3)， 引 理 9，3 得 证 . 

注 ”本 定理 的 两 个 不 等 式 称 为 伯 努 利 ( Bernoulli) 不 等 式 . 

定理 9. 3 Hx WE log,r Z (c — logx39)# + 3, W 

M.G) > Plog! C400 sen), (8. 3, 5) 
其 中 
c= fas + 159), ¢ = G — logz3) "t, 


证 由 定理 8. 3 和 8. 4, 有 


Mila) = H {fars anis > a) € GH) Baa yma, D < z). 
由 引 理 8. 1 知 
Baa, sa D < ant ta 
令 D3 < r 
得 a, to + a, < log, (3x). 
于 是 有 
M,(z)2> 
Hayy wu ra) € GA) Na + * + a S log, (32) } 
= # A,Cog,G'z)). 


AKU loge = G — log. 3k + 3, 有 
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log, (3'z) Z ch + 3. 
由 推论 9. 1 知 , 存在 zx' € N, x’ = hGmod3), WR 


log: (3*z) — 3 < z < log, (34x), (9. 3. 6) 
且 有 
M(x) HA, (loge(3'x)) Z # Ala) 
2 [G — h)/3 
> | . (9. 3. 7) 


Bz € NIE zD h D> 0， 有 


z am Sloge — D> loge dt 


ino 


zlogz 一 (z 一 hogz — ñ) — h. 


log 


(9. 3. 8) 
因为 
2 
logs — A) = loge + log(1 ~ 2] < loge — 4 — + +) , 
HO. 3. DR, 有 
os| z lyy)? A lowe pitt 3. 9) 
令 
z= (x — h)/3. (9. 3. 102 
由 (9，3. OR, 有 
< 一 1 
s h > h. 
由 (9，3. DR, 有 
zl 1 3 |# 
Toe| a imr) > lioe- zhe] | 
=Alloge~e. $), (9. 3. 1D 


HP =, = le + 2)/(2c — 2). 
由 log|1 — £) 的 Taylor 展开 式 可 知 
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los| 1— 人 < 一 4, 
eslog{1 一 bc ae, 


H (9. 3. 10) 式 知 
leg [eps G1)> hl loge -a Ë) 


> h| loge + clog] 1 一 4 ) 


= Mog{ «(1 — Ż}*). (8. 3. 12) 
H (9. 3. 4) 式 , 有 


(1-4)">1-a-8. 
z z 


H (9. 3. 12) 式 , 有 


log ct) hlog (z — ch) = loge — ch), 
即 
z! 
=> > (z — chy", 
后 中 > (2 — chy, (9. 3. 13) 


将 (9. 3. 10) 式 代 人 上 式 , 得 
， ， 
afe PA) > |= " @ 3. 14) 


HO. 3. 6) 式 和 本 定理 的 已 知 条 件 , 得 
{= -h 


— cah) D log (3*x) — 3 — Ge, + DA 
= logar — h(3c; + 1 — log,3) — 3 
Z (dogar — 39 — ct3c + 1 — log;3)) 
+ 129 + 


= 3c,log;z 一 9c. 


即 


1 , 
É = — cah) = (ologiz — 365, (9. 3. 15) 


' 3 go) 
人 )/ j> (c,log,z 一 361) (9. 3, 16) 


h AY. 
HYCO. 3. DAMO. 3. Oe 得 


MD shy Calogsr 一 3c)" 


入 Coalogz 一 Belog") 


= -2 jogir 0 iin | 
= gapos” a 


MO. 3. 5) 式 成 立 . 于 是 定理 9. 3 终于 得 证 . 
利用 定理 9, 3 对 Ma) 下 界 的 改进 , 可 以 得 到 对 Ma) 的 下 
界 的 比较 好 的 估计 , 这 就 是 以 下 定理 . 
定理 9 4 ”存在 一 绝对 正常 数 zo, 使 得 当 > zo 时 有 
M(a) = # {njn € M, n < z € R, h@) < co) > =, 


(9. 3. 17) 
证 由 引 理 8. 2 的 极限 
(ed 
lime~ Sa Ë” 
可 知 
Emelogyz} 本 
Jr 


i=l 
其 中 0<a<1 故 存在 实 常 数 ze > 0, 使 得 当 z > zx。 时 , 有 
[G 一 seivlogzz] 


Agte, 1 poe! 
> hy” 08e azea > el 
定理 9. 3， 得 


一 am 


. (9. 3. 18) 
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Caictagtr 一 9] 
ea 一 adlogsa > 


MG)= PMD > Ys loete 
台 ! 


=i 
(9. 3. 19) 
选取 z", = max (zo, 27), We > ze 时 有 
ci(log,z — 3) Z: (1 — a)cilog,z; (9, 3, 20) 
(9. 3. 21) 


cl — 3dog,2)7") 21 — 0). 
由 (9. 3. 19) 式 得 


2 [doalogsz] 
Maw) > > logizo 

再 由 (9. 3. 18) 式 ,得 
Mizy> es 


a-n L lga- 
10 


= Eze! (rza). (9. 3. 22) 


10 
在 上 式 中 取 a = 0. 001 可 得 MKz) > z*/t° , 此 即 是 要 证 明 的 


GR. 定理 得 证 . 
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10 两 种 随机 模型 


10.1 两 种 随机 模型 的 提出 及 主要 结果 


首先 约定 ,本 节 和 下 节 介绍 用 两 种 随 宙 模型 研究 3N + 1 猜想 
时 所 采取 的 对 自然 数 的 迭代 是 通常 选民 , 即 到 定 3N 十 1 函数 
(或 称 Collatz MYO Cin) 为 


PE n = 0Gnod2), 
Ca) = Bn + 1 (10.1.1) 
>Ë n = 1(mod2). 


3N 十 1 猜想 之 所 以 难以 攻克 ,原因 就 在 于 对 一 般 的 。E Nn 
ASE AR Bh as AY T) = (C0), Ca), Ca), e) P RTR HE 
杂乱 无 章 ,无 规律 可 循 TS n 89 EEE E K3R t Cn) fa n 85 E: 
化 情况 无 法 把 握 ， 然而 , 正 是 贝 于 这 些 捉摸 不 定 的 性 态 , 却 为 建立 
随机 模型 研究 3N + 1 狂想 准备 了 条 件 ， 本 节 和 和 下 节 描述 的 两 种 
随机 模型 算是 比较 合理 地 模拟 了 这 些 提 摸 不定 的 性 态 的 某 些 特 
征 . 第 一 种 是 随机 移动 模型 , 它 模 拟 Clmod2’) 的 性 态 ;第 二 种 是 
分 支 族 随机 移动 模型 , 它 模拟 的 则 是 Co! (mod3) 的 性 态 ， 由 这 些 
模型 ,类 似 于 猿 想 ,证 明了 Lirsep(t(n)/logn) = YOR MO. 两 种 
模型 都 有 常数 ms:41. 677647. 对 3JV 十 1 猜想 ,考察 直到 n 一 10! 
的 自然 数 n 发 现 , 由 这 些 随 机 模型 得 到 的 预测 值 与 经 验 数 据 相当 
吻合 .还 研究 了 当 k 一 oo 对 有 多 少 个 满足 t.(n) 一 ;并 估计 了 
X n — co X t(n) = maxtC'(n)|k > 0) 增长 的 快慢 程度 . 

定义 10.1 定义 
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ta) = max(C'(n)). 

O(n) 有 界 时 称 :2) 为 n RAR BC) 无 界 时 ,定义 
t{n) = e°. 

三 个 基本 问题 激发 和 诱导 研究 者 建立 两 种 随机 模型 研究 3N 
十 1 狂想 ,这 三 个 问题 通俗 叙述 就 是 : 

1. H n — co 时 ,Ca) 的 增长 有 多 快 ? 

2. 3 n — 0, FEDER n BE thn) — k? 

3. 3 n — co 时 ,tln) 的 增长 有 多 快 ? . 

这 三 个 向 题 可 用 数学 的 语言 描述 得 更 确切 . 研究 表明 ,从 某 
种 “平均 ”意义 上 来 看 ,tn) 和 Odogn) 应 是 等 级 的 ( 见 10.2 B), 
因此 第 1 个 问题 可 改 述 为 : 

V. 确定 3N 十 1 停 上 常数 》, 这 里 


7= limsup fe end <æ]. (10. 1. 2) 


这 个 问题 似乎 至 少 和 3N + 1 猜想 一 样 难以 解决 . AERE 
看 , 若 3N 十 1 猜想 成 立 ,Y 也 可 能 为 co. 
定义 N, = Hin |G) = 上, 则 第 2 个 问题 可 以 重新 描述 为 
2'. 确定 3N + 1 增长 常数 5, 这 里 
logN, 


é= limsup EOC (10. 1. 3) 
第 3 个 问题 可 以 重新 描述 为 : 
3'. 确定 3N 十 1 最 大 振幅 常数 p, 这 里 


2 为 有 限 数 的 必要 条 件 是 无 发 散 轨迹 , 即 tn) = oo RARE. 
根据 以 上 定义 ,我 们 容易 求 出 7 和 pp 的 下 界 以 及 5 的 上 、 下 界 . 


H COD 之 台 , 可 以 得 到 4(n) 之 jogn/log2; 再 利用 等 式 C'(2 


— 1) = 3' 一 1, 便 可 得 到 7 的 下 界 : 
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log2 十 log3 
r> CQ gp: ~ 3: 72981. (10. 1. 4) 


上 式 对 证 明 有 关 7 的 结论 似乎 是 一 个 非常 强 的 条 件 , 但 它 比 
起 假设 的 “平均 "意义 下 的 (#(n)logn) 的 大 小 (其 值 为 (二 iog 45" 
= 6.95212) 却 是 相当 弱 的 条 件 ( 见 10. 2 BE). 
关于 Pp 的 下 界 , 由 等 式 C'(2: 一 1) 二 3: — 1 可 立即 得 到 : 
p Z log3/log2 == 1. 58496. (10.1.5) 


关于 6 的 上 界 , 眼 下 依 N, 的 定义 只 能 得 到 I< log? ~ 0. 
69315. 在 10. 3 段 将 得 到 以 下 结果 : 


0. 17328 ~ log2 < LES Tlog3 ~ a= 0, 54931. (10. 1. 6) 


上 式 人 的 上 下 界 都 能 加 以 改进 使 得 互相 靠近 ,但 是 前 还 不 能 
确定 9 的 准确 值 是 多 少 . 

HESS CH EBE BLS 33 ON -+ 1 函数 逐次 迭代 的 
伪 跑 机 性 态 ,这 些 模 型 包括 随机 移动 模型 ,用 它 来 估计 tCn) 的 平 
均 性 态 ,Crandall[ 13] ,Rawsthorne[30J 和 Wagon[ 361 ë Xt Lt 
型 进行 过 研究 :还 包括 Markov 链 横 型 ,用 它 来 估算 罗 迹 了 (nm = 
[C* (z) | Z: o) 包含 在 不 同 的 剩余 类 (modM) 中 的 次 数 ,Matthews 
和 Watts[27,28] 及 Leighf26] 曾 对 此 进行 过 研究 . 本 节 和 下 节 则 
主要 介绍 由 Lagarias 和 Weiss[15] 提 出 和 研究 的 两 种 随机 过 程 模 
型 ,用 它 来 模拟 3N + 1 函数 的 迭代 性 态 . 虽然 这 些 模型 对 3N + 1 
E 数 的 迭代 性 态 的 证 明 没有 什么 帮助 ,但 可 利用 它们 作出 种 种 预 
测 以 备 对 照 3N + 1 函数 的 经 验 数 据 进行 检查 ,这 将 在 11. 2 B 
到 - 

第 一 个 模型 在 10. 2 段 中 介绍 ,是 独立 的 随机 移动 的 集合 , 它 
模拟 的 是 迭代 过 程 的 正 向 变化 (mod2’). 该 模型 产生 的 常数 yaw 和 
Pow 分 别 在 定理 10.1 和 定理 10. 2 中 定义 .其 中 基础 的 随机 和 瑰 动 同 
Crandali[13] 和 Wagon[36] 的 模型 是 类 似 的 、 

第 二 个 模型 在 10. 3 段 中 介绍 ,是 多 分 支 的 贿 机 移动 模型 族 ， 
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CHEN 上 的 多 值 画 数 C 以 模拟 选 代 过 程 的 逆向 变化 
(mod37), 该 模型 产生 的 常数 ya M Dar 也 在 10.3 段 定义 (这 里 BP 
代表 Branching Process). 

常数 yaw 可 从 随机 移动 的 大 偏差 理论 的 基本 论据 确定 ,而 yar 
则 是 利用 Biggins[18] 关 于 多 分 支 的 随机 移动 结果 计算 出 来 的 . 在 
11.1 BRATS ER: 

Yaw = Yar #= 41, 677647 . (0. 1.7) 
这 两 个 常数 相等 ,先是 从 数值 上 得 到 ,的 让 人 感到 吃惊 ,然后 才 加 
以 证 明 .它们 都 取决 于 分 布 的 “尾部 ”, 这 对 模型 的 假设 是 非常 重要 
的 . (例如 ,一 个 有 相同 大 小 步 长 .用 调整 好 位 移 的 移动 币 给 出 相同 
偏差 的 简单 随机 移动 ,如 在 10.2 县 中 所 讲 的 模型 ,会 产生 一 个 与 
Yow 不 同 的 常数 . ) 

上 述 两 个 模型 建立 在 3N 十 1 函数 的 不 同方 面 ,一 个 模拟 函数 
CCmod 2!) fry HE aS» — ARM a $£ C! (mod3/) 的 性 态 . ER Yew 一 
Yor 是 一 概率 论 定理 , 它 表 达 了 在 某 些 反复 的 随机 移动 和 分 支 随 机 
移动 之 间 的 某 种 “对 侦 性 ”. 此 等 式 将 在 11.1 BER. 

对 这 两 个 随机 模型 的 预测 ,使 我 们 建立 了 关于 3N + 1 函数 的 
类 似 的 猜想 . 从 (10. 1.7) 式 我 们 可 以 提出 以 下 猜想 ; 

猜想 10.1 Y = Yaw = Yap 

这 个 猜想 看 上 去 和 3N 十 1 猜想 一 样 难 解决 , 在 11.2 眉 和 11. 
3 段 我 们 将 看 到 现 有 的 经 验 数 据 和 此 狂想 基本 一 致 . 


z 二 log + =~ 0. 28768 Bl EXA Galton — Watson 
过 程 的 基本 原理 计算 出 来 的 ( 见 推论 10.1). 此 结论 再 加 上 其 它 的 
一 些 论 据 使 人 们 提出 以 下 猜想 : 
4 


猜想 10.2 lim LaN: =log =. 
这 个 猜想 几乎 肯定 正确 . 它 是 与 得 到 数 H (n < alta) < co) 


的 形 如 x' 的 下 界 有 关 的 问题 . 


“135“。 


利用 关于 随机 移动 的 大 偏差 理论 ,有 Pew 一 2( 定 理 10, 3)， 

猜想 10. 3 ”3N 十 1 最 大 振幅 常数 一 2. 

这 个 猪 想 和 表 11. 1 给 出 的 关于 3N 十 工 范 数 的 经 验 数 据 吻合 
得 很 好 ,但 猪 想 至 今 未 获 证 明 、 

在 11.3 段 描述 出 了 用 C-! 逆 向 搜寻 求 y。 Gn) = t) /logn 的 
大 值 的 贪心 算法 ,以 及 这 些 贪心 算法 的 概率 模型 , 它 用 到 了 10.3 
段 的 分 支 随机 移动 .适当 的 贪心 分 支 随机 移动 的 玩 测 结果 与 C! 
的 经 验 数 据 易 合 得 极 好 . Vyssotsky 在 1987 年 提出 了 用 贪心 算法 
Rtn) 的 大 值 [35], 他 做 了 许多 数值 实验 . 他 的 经 验 数据 在 11. 3 
自得 到 了 较 详 细 的 解释 . 


10.2 BMRB 


观察 n 的 选 代 序列 TCn) = (CG), CG) Cn) =) ,我 们 会 
看 到 一 个 现象 :序列 中 元 素 的 奇偶 性 和 一 双 面 硬币 的 翻转 很 类 似 ， 
对 给 定 的 n ENE ne PAB OG) € (0,1) 为 

b(n) = C'{n) (mod2), 
定义 n 的 长 为 的 子 奇 侦 矢 量 v.(n) 为 
yn) = {Bon) bn), bi @)). 

有 以 下 的 基本 结果 ; 

命题 10.1[8,9] Cn) 是 周期 为 2 的 周期 函数 《0,1 六 中 的 
SPREE Lad ph 3 — 4 n FABRE). 


依据 是 偶数 或 是 奇数 ,CCn) MEARS E AES 
部 ,经 过 次 迭代 之 后 得 到 CC) 的 近似 值 ; 


CE(n) =e HAME 。2 oy 0.2.1) 
因此 , {logC*(n) |: 2 1) 可 用 实 输 上 的 移动 来 近似 . 此 移动 开始 于 


logn, CHM Cn) 为 偶数 ,就 取 第 ; 步 步 长 为 log E EWR j S 
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步 长 为 log +. (10. 2. 1) 式 的 精确 度 随 的 增加 耐 碱 少 ,但 对 前 
logn 步 精确 家 还 是 比较 高 的 . 命题 10. 1 表明 n EAA RI] 
中 均匀 取出 来 的 , 则 子 瘟 偶 矢量 ma) 在 (0,1} 上 也 是 均匀 分 布 
的 . 因此 ,除去 起 始点 ,对 于 前 上 步 , 这 个 移动 呈现 出 一 个 简单 的 随 
机 移动 态势 ( 步 长 不 等 ). 
以 上 的 观察 启发 我 们 对 n 的 各 个 值 用 独立 随机 移动 模型 来 模 
Hn SN 十 1 迭代 过 程 .对 每 个 mn, 我 们 用 随机 移动 Z， Cn) 模拟 
logC*(n) ,其 中 Zr nk) 为: 
Z Cak) 一 Iog2, 以 二 梳 率 ， 
Ztak+tl= 
Z" (ak) + log $F 概率 ， 


Z” (nyo) = logn. 

对 此 模型 ,我 们 定义 o) 为 集合 {2 < 0} MARR AB. 
作为 上 的 函数 ,过 程 ZD EME — Glog 4, Bit o0) < 
cola, s. )( 即 3N 十 1 猜想 对 此 模型 是 正确 的 ). 又 

E(os (n) = | Fog $) T, logn ~ 6. 95212logn. 


(10. 2. 2) 
现在 我 们 把 刚刚 描述 的 模型 形式 化 . 实际 上 ,为 了 方便 分 析 ， 
我 们 改 用 一 个 等 价 的 随机 移动 过 程 : 
Z(n,k) = logn — Z* (n,k), 
EMMA Mn BEM 0 开始 , 且 有 正 偏 移 ， 
独立 随机 移动 过 程 . 给 定 一 个 i.i. d REX, k) |n > 1k 
之 0) ,满足 


P[X(-, +) = log?) = + 


PIXO, +) = log 23-4, 
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定义 Zln,0) =o R 


Zak) = DXi). 
失 这 个 模型 ,我 们 引出 类 似 于 *Cz) Mt) 的 两 个 随机 变量 的 
RAR nS le 
to) = min(&|Z* (nk) < o) 
= min({k |Z Cek) > logn}, 
t(@,) = sup {exp(Z (2,k)}} 
= supin “exp(— Z(n,k))}. 
如 果 它们 不 存在 , 则 令 它们 为 + eo. 但 几乎 可 以 肯定 地 说 ,它们 每 
个 都 是 有 穷 的 
用 大 偏差 理论 我 们 可 以 分 析出 tlo )/logn 的 大 值 的 分 布 . 
定理 10.1 独立 随机 移动 过 程 有 
AG 2 
lim 


wee logn 


这 里 7 = Yw 是 以 下 方程 


= Yrwla. s.), (10. 2. 3) 


| (10.2.4) 
wie 71> (Flog +) ”的 叭 一般, 其 中 
g(a) 一 sup {a6 — log| 4 (2+ (4) (10. 2.8) 
证 “为 证 明 (10.2.3) 式 ,只 要 证 明 Ye > o, 有 
S'Problew.) > O + logn] < eo, (10. 2.6) 


= 


DProb[ale,) > (7 — elogn] 一 ce、 《10.2.7) 


= 


为 得 到 以 上 两 式 ,我 们 首先 应 注意 下 式 : 
Prob[li,(w,) > Plogn] = Prob[Z(n,k) < logn;o < k =< Blogn]. 
(10, 2. 8) 
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我 们 要 利用 Chernoff 界 , 此 界 是 Chernoff 在 文 [20] 的 定理 1 
给 出 的 ,此 定理 的 内 容 如 下 ， 


Chernoff 定理 kS. 一 1X, ER YS X Wm ii. d. 
= 
随机 变量 的 和 . 令 
g(a) = sup{ða 一 log(E[exp(0X))}. 
aS EX), HI 
Prob[S,, > ma] < exp(— g(a)m). (16. 2. 9) 
X.,# a 2 EQX) EH £ > o, WM 


a exp(— (gla) + em) _ 
lim “Probl Suz ma] = ma] 一 0. (10, 2.10) 


由 (10. 2. 10) 式 并 利用 抽签 定理 可 得 到 以 下 引 理 10. 1: 
引 理 10.1 Ha SEX) H > 0, 则 


im EUO (g(a) 十 Əm) 一 
lim problS; j yem] T 00210 


Em Did. ER EER a, 
Prob(S, > ja: Lj <m] L Prob[S, > mal. 
RTE LS i Lm WE D) = mp ER m EB X 
Xares X. 的 集合 至 少 存在 一 个 m HER Xo Xia Xe Xs 
Xia) ,其 第 ;部 分 和 至 少 为 jB. KREAS — 2811 
<<=) 中 元 素 取得 最 小 值 的 ; 开始 的 [33]. 现 只 要 在 (10. 2. 10) 

式 中 用 十 代 符 。 便 可 由 上 面 的 不 等 式 得 到 (10.2,11) R. 
在 继续 证 明之 前 ,我 们 注意 到 Chernoff 界 存在 更 强 的 形式 ， 
其 中 之 一 是 : 
Prob[S,, > ma} = exp(— g(a)m 一 了 iogm +00). 
见 文 [29]. 用 此 界 ,我 们 可 以 证 明 当 e = 0 时 ,(10. 2.7) 式 也 成 立 . 
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随机 移动 ?Cn,t》 有 步 长 log2, 或 log 2， 一 个 步 长 则 有 正信 
B Ele] = flog 二 ,和 即时 生成 函数 ( Laplace 变换 ): 
MO = Elem] = ter + (部委 Cl0.2.12) 


我 们 定义 Yer 满足 
Yew > ELX}, 


r=. q0. 2.13) 


(10. 2. 13) 式 的 解 的 唯一 存在 性 可 用 标准 式 加 以 证 明 . 
3110.2 函数 


gla) 一 sup Ga 一 tog HG + (4) J (10. 2. 14) 


ÆRA dog 也 ,log2) AAR IER PA. gC 二 og +) = 0. 

证 ”因为 在 R. 上 有 dM/dF > 0, Kao. 2.12) 式 中 的 函数 
logM (0) 在 及 上 是 严格 凸 的 ， 又 因为 g(a) 是 iogM (60) 在 RR 上 的 共 
H rti PB Sk Legendre 变换 ), 故 在 它 取 得 有 界 值 的 地 方 是 严格 凸 
的 ,例子 可 见 文 [31]. HOO = 0, 则 此 处 有 gla) 2 0. 对 (一 
fosM(6)) 关于 6 求 导数 可 得 


d 
J IogM(0) —— log? + [ 


> 
i $ gt ees 


(10. 2. 15) 
上 上 式 右 端 是 关于 0 的 单调 减 函 数 ( 一 oo < 0 < co), HY 0 —=— co 


时 两 数值 > — log 2, 0 — co 时 ,函数 值 一 一 log2. 因此 ,方程 
(d/d0) (ab 一 legM(0)) = 0 


有 唯一 解 6 = 0Ca) tog 2 < a < log2|, 它 使 得 (10. 2.14) 式 的 
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右 喘 取得 最 大 值 ,并 由 此 可 得 g| biog +] = 0. 引 理 10. 2 得 证 . 
BÆ 10. 2 BB g(0) > 0 B. g(a) HR WLO, Flos 和 上 严格 
单调 减 , 因此 Yeh) 在 [( 于 log $1.00) EAR o < 
Yg 4) < co， 又 值 域 为 [ovce), 故 (10. 2. 19) A — A y> chlog 
+. 
为 继续 证 明定 理 10.1, 我 们 在 假设 7 一 Yar 的 情况 下 利用 


Chernoff 定理 中 的 (10. 2. 9) B MF Yg C) 是 严格 单 增 的 , 则 存 
在 依赖 于 上 的 se > 0, 使 得 
Probfz(w) > (7 + e)logn] 
< Prob[Z(n, (r + elogn) < logn] 
<exp(— g(( +e) + e)loga) 
<exp(— G +e )logn) = ne’. (10. 2. 16) 
这 就 证 明了 (10.2. 6) 式 . 
因为 随机 移动 0. 对 不 同 的 = 是 独立 的 ,用 Borel — Cantelli 定 
理 县 令 s 一 0, 可 得 


lim es ) < Yew (a. s. ). 


为 在 y — yuw 时 得 到 (10. 2.7) KM 0 < = < gÇ 一 5) 和 所 
AY n > na Ce,e,) Hl AVS) BE 10.1 得 到 
Prob[i,(w,) > (Y + e)logn] 


2 Prob[Z (n,k) < ye =< k < (Y logn] 


Z exp(— (gY — =) `) + el — eroga). 
《10.2.17) 
可 选取 足够 小 的 6 > 0, 使 得 对 某 个 ' 和 所 有 足够 大 的 w, 有 
Probin tan) > (Z 一 aoga} > exp(— (1 — ef loge) = n't", 
“14. 


于 是 (10. 2. 7) 式 得 证 . 
再 用 Borel 一 Cantelli 引 理 并 令 e — 0, 则 有 


到 此 定理 10.1 全 部 证 完 . 
关于 Vow HG A ARE Yrw == 41. 677647. 
FRR B— 4 K Eo ER, 
定理 10.2 对 满足 条 件 
[Pos £$] << 
2 3 
的 独立 随机 移动 过 程 ,有 


Blt |a <=; sem > al |< f1 — ag| + 


(10. 2. 18) 
又 ,对 任何 > 0, 下 式 


a[# fa < z4 > a} [> zt} C10.2.19) 
对 所 有 足够 大 的 工 之 x Ce) 成 立 ， 


证 ”由 Chernoff 定理 ,类 似 于 (10. 2.16) 式 我 们 可 以 挫 得 对 
任何 面 定 的 n, 有 


Prob[z,(@,) > aloga] <| — zef 4 )ioga) - 
由 此 可 得 


E[# fa <= th > a}]- Y Probl e,(w,) > aloga] 
气 


T: Togn 
<a), 
= 


由 此 可 得 (10. 2. 18) 式 . 
RMF CLO. 2. IDRE ANERER “ > 04 


Prob[t,(w,) > logn] > Prob| ZCn y < £.,0 < < aogn] 


T 
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> exp 一 fel z) +e | dogn) 
MMA RBA r> cl’) 成 立 . 再 选取 足够 小 的 e' ,并 对 所有 的 
n < 工 求 和 便 得 到 (10. 2. 19) 式 , 于 是 定理 10.2 证 毕 . 


表 10. KARER o| 二 |] 及 密度 比 700) (4 o, > alog 时 ) 


密度 a os 了 | | BE Ca) 
6.952119 0. 000000 0.500000 
10 0.031883 0.539906 
15 ` 0.148531 0.570247 
20 0. 293284 0. 585418 
25 0.449402 0.594520 
30 0.611249 0.600588 
35 0.776875 0.604923 
40 0.943568 0.608173 
41, 677647 1.000000 0. 609090 
表 10.1 给 出 了 这 些 密度 的 一 些 特殊 值 以 及 密度 比 Y (a); 
ro = UE, 


这 里 Y(a) REME Lo) = doga 的 一 个 随机 移动 中 , 步 长 为 log 
+ 的 步 数 和 总 步 数 之 比 .此 比率 对 应 出 现在 满足 条 件 5(z = 
alogn 的 轨迹 中 的 适 代 CG) = 1Gnod2) 及 发 人 的 比率 .) 

大 偏差 理论 也 预言 “大 多 数 ” 具 有 接近 于 常数 Ye H YC) 的 


随机 移动 轨迹 . 若 将 它们 的 对 数 图 作出 来 , 则 对 于 它们 的 全 长 大 
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致 上 都 是 斜率 为 ( yaw) `! == 0. 02399 MARCA 11.2). 实际 上 ， 
此 结论 可 昨 公式 精确 地 表示 出 来 [37,17]-. 
现在 我 们 分 析 logtCw,)/logn 的 大 值 的 特点 .有 以 下 定理 : 
定理 10.3 ”对 独立 随机 移动 过 程 ,有 


limsup se 


= Pry (as. )s (10, 2. 20) 
这 里 pav = 2. 
证 ”此 证 明 类 似 于 定理 10. 1. RER RA KE paw 是 如 何 确 


定 出 来 的 . 我 们 要 利用 用 于 初始 随机 移动 的 Chernoft 定理 , 它 有 
DHEREK 


MO = tos t{{4) + { 引 )= e= D. 
(0.2.21) 
设 prw = 1 十 办 其 中 7 之 0 待定 .对 于 这 个 7 0, 当 4 一 oo 时 有 


Prob[S。 Z glog: m > 0] = exp(— (1 + 0(1))logn). 
(10. 2. 22) 
— f GS LS 3 Sh aE ASE EB 万 的 概率 最 大 ， 
BURAK LEH ASAE Bo BR. 又 由 Chernoff 定理 , 当 
如 全 co 时 ,有 
Prob[S, > am] = exp(— g(a)) (1 + 0(1))m). 
其 中 
z(a) = sup (6a — logh4(5)). (10. 2. 23) 
[gla) 是 引 理 10.2 中 的 函数 ,而 5(a) = g( 一 a).] 此 轨迹 在 迭代 
Ha 步 后 达到 高 度 H, B 232 T të exp(— (gG)/a) H) 最 大 ,必须 
{E gla) a Bb. Æ 0 一 Ha) 使 (10. 2. 235 RAWAA LMA, Wi 


Sala) = Bay + 309 — logM(8)) loa 


= Ka). (10. 2, 24) 
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为 使 5Ca)ya 最 小 ,我 们 发 现 不 动 点 满足 
= 4(2@))_ Loa) a Bz 
°= l a j= aj 
由 《10. 2. 23) 式 (10. 2. 24) 式 可 知 任何 不 动 值 a 满足 
0 一 E(a") 一 ar fae) = logM (Ba*)). (10. 2. 25) 


MO) 的 严格 凸 保证 Ota") 是 唯一 的 ,又 ,观察 (10. 2.20 式 , 有 
Kat) = 1. 而且 (10, 2.25) 式 给 出 ; 


ata") = irw = a`) =1, 


容易 检验 它 是 (4) /4 的 最 小 值 . 取 厅 二 logn, 得 到 7 一 1 从 而 pew 
二 2， 另 外 ,我 们 也 能 确定 最 优 射 率 的 值 为 
at= Zog3 一 log2 == 0. 1308. 
定理 10. 3 HEM. 
可 以 证 明 ,满足 i(w.) > n° 的 几乎 所 有 轨迹 在 它们 的 前 
Br Hlogn == 7. 64451ogn FER EARRMR AH B 一 og 
一 log2 = 0.1308, 在 接着 的 Br logn) 步 选 代 中 也 大 致 成 直线 ， 
sia» = | Flog 引 ix no. 1453. 因此 有 You) = Br! + Be 
ae 21. 5487( 见 11 节 图 11. 2). 
对 0 之 a 过 1, 我 们 也 可 以 估计 满足 Hw,) 之 wi" 的 轨迹 .的 
条 数 . 
定理 10.4 对 独立 随机 移动 过 程 , 当 = -> co 时 以 下 等 式 
El# {nee sae 
ogn 
几乎 肯定 成 立 . 
证 此 定理 的 证 明 类 似 于 定理 10.2, 从 巾 . 


J- zaro» 


10.3 分支 过 程 模型 
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3N + 1 函数 从 开始 的 逆向 演变 可 用 一 棵 有 根 ( 无 限 ) 树 :有 
BRT 的 树 根 结 点 标号 为 1. 从 根 开始 的 第 上 层 结 点 用 使 得 上 Cn? 
= k É n il , B £ ÉE # n ACH) HY. 根 结 点 构成 第 0 层 . 如 图 
10.1 所 示 , 与 树 S 相关 的 量 有 N (k) , 它 表 示 第 大 层 的 项 点 数 ;: 还 
AHA). CRA k Eh S MED RS BT. 

NCG) = H {alteo = k}, 
HR) = min(nl|t,@) = k}. 
易 知 3N + 1 增长 常数 为 


k 
7 = limp PSG |` (10. 3.1) 


树 字 可 以 从 它 在 第 2 层 的 唯一 结 点 (标记 为 4 FN E. 
MARS Co 递归 地 构造 出 来 ,其 中 C™! 定义 为 : 
{2n}), 若 nn 二 0,1Cmod3》， 
ow) {to == Æ n = 2(mod3) 
Sh . 
APER +I ATREA 作用 于 第 J WE po #E hy. 
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图 10.1 3N + 187 aE ` 


Be 83 RAT AMEN em 21 3 AC RA—RAR 
的 有 根 树 T (m), REE C ERTH k EPRI a BE BT 49 3) 36 k 
十 1 层 的 标记 结 点 . 如 果 根 结 点 m fE— A rF , W| C 不 能 “ 解 开 ” 
此 圈 , 就 会 使 得 相同 的 标号 反复 出 现在 树 的 不 同 层 次 上 . WMR m 
不 在 一 个 卢 中 , 则 树 中 所 有 结 点 的 标号 是 不 相同 的 . [我 们 把 树 7 
看 作 是 (4) 而 不 是 (1). ERT) BAT) 去 掉 前 两 层 
而 得 到 的 . ] 树 T On) 在 第 六 层 中 的 标记 结 点 是 m 的 子孙 系统 的 
BLAH, E (1894835 RAR ICG) = m). ië Z ,Gn) 为 由 
F (m) BJ WJ BERKER ER; On) 是 将 Tm) WER 
标记 ”用 它 的 奇偶 位 b(n) == n(mod2) RE MBB NM. 

BT Gn) 在 结 点 4 处 的 分 支 类 型 根据 C 的 定义 由 mmod3》 
决定 . 类 似 地 ,该 树 深度 为 下 的 分 支 类 型 完全 是 由 m (mod3*) 所 决 
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定 的 ;车 m = ms(mod39, 则 Film) 与 也,《1ms) 完全 相同 . 

HT Cn) fy 3 BE ds B m = 0(mod3) BE m 2 0(mod3) 的 
RAW HRA A. m= 0(mod3), 则 树 27 (m) 从 不 分 支 , 且 有 
BA (2 j 2> 0). 下 而 我 们 将 证 明 若 m 关 0(mod3) , 则 树 F Gn) 
在 第 大 层 的 结 点 数 N Ck m) BË k 成 指数 增长 . 

实际 上 , 树 F PAA m = 0(mod3) HM NG) H) AYE 
有 和 什么 影响 ,故去 掉 它 们 ,我 们 可 得 到 简化 形式 . DST HEMT 
中 所 有 标记 为 # 三 0(mod3) 的 结 点 后 而 得 到 的 修剪 树 . 因为 4 三 
9Gaod3) 的 所 有 子孙 系统 就 是 它们 自己 0Cmod3) ,因此 .9 是 一 
CP 10.12. 利用 N 上 的 映射 (C")-1, 树 F" 可 以 从 它 在 第 2 
层 的 唯一 结 点 (标号 为 4) 递归 地 构造 出 来 ,这 里 的 (C")-: 定义 如 
F: 


{2n} , #5 n = 1,4,5,7 (mod9), 
€D” -| z 1), z = 2 ,8(mod9). 
(10. 3. 2) 
对 于 多" ,类 似 子 Ne) AHO NRE. 

N* Ck) = H (n|z,@) = k B n Æ 0(mod3)), 

H' (h) = min(n|#,G) = k E n £ 0(mod3)). 
-下面 的 引 理 说 明 当 我 们 考虑 用 F“ RRE T 时 并 不 会 带 来 

什么 损失 ， - 

引 理 10. 3 WHAM AS 1, 有 


ENG) KN O < NoD, (10. 3.39 
Hk) < H` @&) SAHA). (10. 3. 4) 
从 而 
. L 
Y= timsup | Fes (10. 3.5) 


证 (10.3.3) 式 中 , N (k) NCA) 显然 成 立 ;(10. 3.4) 中 ， 
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H` (&) 22 H Q) BARRI- EBENO) 可 作为 N* CA) 的 下 界 ， 
A Nk) = (n|t,(n) = k B n = 3(mod6)). 由 于 对 这 样 的 x, 有 
Cin) = (80 + 19/2 Æ 0(mod3) ,我 们 有 

RG) < N' G@ — 1). 
另外 ,任何 满足 上 (na) = k Ë n = 0(mod6) EERME HEA m= 
3(mod6) 的 唯一 后 代 , 故 


NG) = N' (Q) + DANY. 
= 
由 此 ,有 


A 
NG) < DIN) = AN), 


即 LNG) 可 作为 N' Q) 的 一 个 下 界 ， 

为 证 明 4H (k) BHO) 的 一 个 上 界 , 假设 HGQ) = n = 
0Cmod3). 4 n = VA, XE ñ = 1(mod2). HAC (n) = (Sñ + 
D/2 B m* = 2: + (38 + DEAL) 一 天 ,于 是 

HQ) Sm < 2 (48) = AH (b). 
最 后 (10. 3. 5) 式 可 由 (10. 3.1? 式 和 (10. 3. 4) 式 的 上 界 得 到 . 至 此 
引 理 10.3 WEH. 

MAHER 7 Gn), (m) AF Cm) EA. COR 
Co, We BENI Tm) TF Gn) 和 到 Q). HF On) 
# Z £ (m) BF Cm) AF Gn) 去 掉 所 有 标记 为 n = 0(mod3) 
AO ATS BA, RA M m =É 0(mod3) ATE HA ARSE. 

RT ERA n 处 的 分 支 类 型 根据 (C")” 的 定义 由 
n(mod9) 决定 . 类 似 的 , 某 深 度 为 的 分 支 结构 由 mCmod3"*) 决 
定 ; 如 果 m, = m mody} t), N| Z; Gn.) AF i ms) 是 相同 的 . 

xt AE fat m  OCmod3), WEF * Gn) 的 深 为 的 结 点 的 数目 
N* (km) 满足 


N (km) B20, 


这 是 因为 车” F 0(mod3), M (m,2n,4n,8n) 的 元 台中 至 少 有 一 个 
同 余 于 2 或 8C(mod9), 所 以 由 递归 式 (10, 3. 2) 可 得 7" m) 中 的 
任何 路 径 上 每 4 层 至 少 会 有 一 个 分 支 . 因此 ,有 
Nth) > N` G) = N* (hk — 2,4) Z 2-941, (40.3. 6) 
因为 每 棵 深 为 2 的 树 =; (m') 最 多 有 3 个 分 支 ,因此 用 类 似 
的 方法 ,对 m = 0 (mod3) 我 们 得 到 上 界 
N: Qk m) <2", 
再 由 引 理 10. 3, 有 
N(R) < #N” (Ch) SRB, 
由 上 式 和 (10, 3.6) 式 便 可 推 得 


Logz << Logs. (10. 3. D 
由 下 面 的 定理 知 ，N(e) 的 实际 增长 率 可 能 为 log 和 ,这 表明 


m 变化 时 ,N (kwm) 的 平均 值 是 [ 村 | 
定理 10.5 ”对 于 修剪 树 TOn) 
D ON Gym) = 2-4 (10. 3. 8) 


mmodat+ 1 
mp0 (ods) 


因此 ,如 果 一 个 满足 m = 0(mod3) 的 剩余 类 mm(mod3*11) 被 选择 
RAH AW Z”; Gn) oF Mc LE | + É 


证 “对 一 棵 第 了 层 结 点 ?被 奇偶 位 0 或 1 iB 27; Om), 
观察 其 从 第 了 层 到 第 了 二 1 层 的 一 条 边 . 对 树 Ti (m) 的 每 片 时 子 
n, 我们 把 它 的 边 的 奇偶 序列 pC&,n) = ODAC), 
C1 G))) 赋 给 根 m. 在 一 棵 固定 的 树 Z Oo 中 没有 两 片 叶 于 
有 相同 的 奇偶 序列 . RNA :在 这 些 树 中 有 多 少 片 叶 子 有 一 给 定 的 
AMER v = 《v1 ,00,… v5) € (IPER: BSF Ct (n) 可 能 的 
不 同 剩余 类 《mod3*+!) 的 数 自 ,其 中 的 4 是 指 有 奇偶 序列 + 的 
n(mod2). 现在 
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we 


Cn) = ta Do ante 2, 
= 


对 此 等 式 两 边 取 余 (nod39 可 见 x(mod3 Gr te) 决定 
C* (m) (mod3**'). BG, Hef n = 0(mod3) 隐 含 闭 对 如 此 的 叶子 正 
好 有 2 Btw Bh, 现在 满足 to u = jf v € 10， 


1} 的 个 数 为 让 ,因此 叶子 的 总 数 为 


Sk 
Dhi s =a +a a, 
= 


此 即 是 人 10, 3. DR. 
因为 满足 m = 0(mod3) 的 剩余 类 m(mod3'*") 的 数目 是 2 + 


BY CREE Z; Co). 的 均匀 抽取 中 笠 叶 黄 数 目的 期 误 信 为 | 3)" 
到 此 定理 10.5 HER. 
可 闫 伏地 证 明 如 果 NCR m) 表示 树 Fon) 中 的 叶子 数目 , 刘 


D NG,m) = #. 
mümodsy 
因此 在 随机 抽取 的 一 棵 树 ,lm) 中 ,其 叶子 数 的 期 望 值 也 是 


($) BÆ m = oanod3), 则 它 只 有 一 片 叶子 , 而 车 mm 天 


omoa , 则 其 叶子 数目 的 期 袁 人 是 名 +J]. 

现在 我 们 描述 一 个 分 支 过 程 族 , 称 为 多 分 支 随 机 移动 , 它 模拟 
移 是 所 有 满足 mr  O(mod3) HW 7" (m) HEE RETZ 
的 . 一 个 多 分 支 随机 移动 措 述 由 被 汉子 一 根 实 灿 尽 上 的 有 限 多 种 
CP fh) 个 体 组 成 的 群体 随时 变化 的 演变 ,这 种 演变 是 从 一 个 位 于 
原点 的 单一 个 体 开始 的 . 类 i 每 个 个 体 产生 的 后 代 在 R 上 的 位 置 
(从 该 个 体 的 位 置 开始 算 起 ) 分 布 由 一 个 (多 类 型 的 ) 点 过 程 2 8 
述 ,而 与 所 有 其 它 的 个 体 无 关 . 点 过 程 ;产生 各 种 美 型 n 一 Cn， 
noone) 后 代 的 总 和 , 它 的 概率 分 布 为 {Piln) ln € NO} Jt ii m = 

"151* 


my +n + +n, DARE dosin) 从 依赖 于 n 的 在 R" 上 
的 一 个 分 布 得 到 . 在 此 模型 中 ,一 个 个 体 的 后 代 的 位 置 可 能 相互 关 
联 [18]. [在 所 有 位 置 非 负 的 特殊 情况 下 ,位 置 叫 出 生 时 间 . 个 体 从 
出 生 开始 永远 存在 , 是 可 以 观察 到 的 . 这 样 的 过 程 叫 Crump 一 
Mode 过 程 ,由 Crump 和 Mode 提出 [21,22,23J.] 

与 任何 分 支 随机 移动 相关 的 是 一 更 简单 的 分 支 过 程 , 它 规定 
每 一 个 体 等 于 每 类 亲缘 的 个 数 a, 并 对 所 有 个 体 给 定 一 个 单位 生 
存 期 . 此 过 程 是 一 个 多 类 型 的 Galton — Watson 过 程 . 作为 例子 ,5 
参见 文 [16]. 

从 一 个 简单 个 体 开始 的 多 类 Galton 一 Watson 过 程 的 任何 实 
现 w 可 用 一 棵 有 根 树 表示 ,其 过 表示 亲缘 关系 , 结 点 由 个 体 类 型 标 
记 . 从 根 结 点 开始 的 第 k 层 结 点 形成 了 根 个 体 的 第 k 代 子 孙 - 一 个 
多 类 型 分 支 随机 移动 的 任何 实现 可 用 一 个 类 似 的 树 表 示 , 其 中 树 
的 每 条 边 还 被 赋予 一 个 标记 , 此 标记 给 出 对 应 那 条 边 的 后 代 的 位 
a. 

SRE RMB 3k 1S6(3:) |; = 0,1,2…} 模拟 的 是 多 值 
AC) mod 的 性 态 . 


分 支 随 机 移动 ZL] 只 有 一 类 个 体 . 以 所 的 概率 ,一 个 体 有 
一 单个 后 代 处 于 离 其 祖先 log2 处 的 位 置 ,以 到 的 概率 , 它 有 两 个 


后 代 处 于 离 其 祖先 分 别 为 log2 和 log — 处 的 位 置 . 
分 支 随机 移动 AIG SI 有 了 一 2. 3! 类 个 体 ,以 
= 0(mod3) 的 剩余 类 m(mod3’) 标记 . 类 mlmod37) 个体 的 后 代 分 
布 确 定 如 下 ; mods) 看 作 以 概率 二 RETARA 
m(mod3’t!) 中 满足 四 王浆 (mod3)) 的 那 一 类 . (C'T G) 给 出 
A Z G) 有 一 个 或 两 个 后 代 ,其 标记 被 确定 (mod37). 一 个 后 


AR 2 训 (mod37) 有 偏离 祖先 log2 的 位 置 , 另 一 个 后 代 (2m 一 
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1)/3(mod3) 有 偏 商 祖先 log 3 的 位 置 

位 署 取 近似 的 增 量 的 对 数值 ,该 增 量 就 是 3N + 1 函数 的 逆向 
ERBAK. 

设 表示 从 一 个 位 于 0 处 且 记 为 oon 的 单一 个 体 开始 的 分 支 
随机 移动 203] 的 实现 , 且 设 To) 为 其 后 代 树 ,w 的 第 六 代 子 孙 
的 各 个 个 体 由 矢量 

Mi(w) = (ND (e), NIP (Ce)} 
表示 ,我们 记 ( 所 有 类 型 的 ) 代 子孙 的 所 有 个 体 数 为 :Ni(w) = 
DD NP). 第 上 代 子 孙 集 合 记 为 fosl1 sis No) } ,其 位 置 次 
序 确定 如 下 Lo) 为 wv 在 及 上 的 位 置 , 令 必 [ 门 表示 o, 在 第 
I 层 上 的 祖先 (0 委 ! < k), E o,,[0] = xa. RH LOD 一 


Lee [k 一 1D) 的 值 是 1og2 RA log 2 RF co, HII 6 Cay.) 
= 0 或 是 1. ARA on 奇偶 矢量 
(ays) = {6 LED oo bo [&J)). 
HAER RAAT o. 有 相同 的 奇偶 矢量 . 我 们 排列 它们 使 得 
RE veo) 是 以 增加 的 字典 顺序 排列 . CCo) (mod37) 表示 个 体 
w 的 类 型， 
我 们 还 定义 完全 类 似 于 IN 十 1 过 程 的 几 个 量 . ws 的 密度 比 
re.) 定义 为 
ra.) = Hd. (10.3.9) 
而 Sy.) 一 cxp{( 了 (oh 
的 大 小 类 似 于 3N + 182 中 的 结 点 慰 记 . S BE ik rC) 和 位 置 
工人 ou) 的 关系 是 
了 (ou = kllog2 — ro, ylog3)- 《10. 3. 10) 
从 类 型 4(mod3:) 的 单一 个 体 开始 的 过 程 多 [3 的 演变 产生 
一 类 似 2 ` 0958. 我 们 现在 研究 当 -~ 时, 类似 于 3N 十 1 的 - 
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举重 的 变化 性 态 . 在 第 代 成 员 中 第 一 个 出 身 是 
Li w) = min Ly) |1 Si SN}, 
BBL] rh o HE Be 
BY (ew) = limsup ECL; (09) . 
过 程 BLV] 的 类 似 于 IN 十 1 停止 党 数 7( 见 (10. 3. D 式 ) 的 量 是 


IB) = limsup pA = (FCW). 0. 3.11) 


203!) 的 类 似 于 3N 十 1 增长 常数 5 的 量 是 
se = limsap EEO, 
BUI], B(3] 和 DO] 的 转移 矩阵 在 表 10.2 中 给 出 .矩阵 的 
行 给 出 了 个 体 类 型 ,列表 示 后 代 类 型 . 按照 两 种 可 能 的 后 代 出 生 时 
间 《 对 应 于 奇偶 位 5 二 0 或 1) 分 别 给 出 了 转移 矩 隆 Ej”. 运用 分 支 
过 程 的 经 典 结果 ,容易 证 明 对 于 过 程 史 [3 和 ], 个 体 Me) 的 数量 以 


几何 级 数 | 4] 增长 ,如 下 所 言 ， 
定理 10.6 HEAR j> 0, A% m (mods) 的 单一 个 体 开始 
的 分 支 过 程 S6[3: 的 个 体 Mi Co) 的 计数 满足 
immo (3) = eW(a.s.), (10. 3. 12) 


这 里 e = {1,1,…,1} 是 此 个 体 类 型 上 的 均匀 分 布 ,而 W. 是 一 个 
”随机 标量 且 满 足 


Prob[a < W, <6] = [ceoar， 


其 中 wale) 在 区 间 (0,ce) 内 是 严格 正 的 . 

证 RE? Rae B[3 ] h tss = ORL 的 后 代 分 支 
概率 的 转移 矩阵 , 基础 的 多 类 Galton 一 Watson 过 程 的 平均 年 阵 
是 
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E, = EP + BY 
BD, E [k1] 是 内 类 的 一 个 体 产 生 类 到 的 子孙 的 期 望 值 . 

引 论 对 每 个 j,B 有 最 大 特征 值 扎 , 它 是 简单 的 且 有 左 特征 
向 量 e = (1,1,41). 

证 ”矩阵 EE? 是 由 mmx 一 2m(lmod37) 的 置换 阵 , 因 此 有 一 左 特 


征 向 量 。, 特 征 值 为 1. 短 阵 ES 每 列 的 和 等 于 十 ,这 是 因为 对 每 一 
满足 条 件 m s O(mod3) 的 m(mod}), BSA m = (2n 一 
1)/3Gmod3") AA —# nGnod3""), AE AME Pl Et e, REE 
(LTE E, BERERE RERIT- 

现在 只 要 证 明 吾 , 是 严格 正 的 (也 称 原始 的 ), 即 已 的 某 次 宕 的 
所 有 元 素 是 正 的 就 行 了 ,因为 如 果 这 样 , 那 么 Perron 一 Frobenius 
定理 保证 E, 只 有 一 个 最 大 模 的 实 特征 值 ,此 特征 值 有 一 正 的 实 特 


征 向 量 , 且 此 特征 值 是 有 一 正 实 特征 向 量 的 唯一 特征 值 ,因此 地 
一 定 是 最 大 特征 值 . 

为 证 明 E 是 严格 正 的 , 先 注意 到 BE)” 中 的 排列 是 循环 的 , 因 
为 对 所 有 的 j,2 是 一 个 原 根 (mod37); 其 次 ,B 有 固定 点 一 
1(mod3’). Bš JK L = 4 + 31, (EP + Ej) yt ao PR u 3 EE. 
引 论证 毕 . 7 

由 以 上 引 论 及 其 证 明 过 程 可 知 , 对 所 有 的 AE B] 是 超 
临界 的 正 正则 的 和 非 奇异 的 ( 文 [16] 的 提 法 ). 现在 定理 10.6 可 直 
接 从 文 L[16] 的 定理 1 和 定理 2 得 到 .定理 10.6 证 毕 . 
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表 10.2 分支 过 程 ZNB JG 一 0,1,2) 的 转移 矩阵 


Ee . EX 
@ æu] 

3” = [1] By? = [1/3] 
(by A] 


(ce) ZL] 
1 + 7 2 8 
1 i 0 0 
4 ° ° o 1 
7 o 1 0 
EP =2Z| 0 o 
5 o a o 
8| o 0 1 


0 o 0 j 0 0 0 
O D 0 1⁄3 1⁄3 1⁄3 


1 
4 
了 
E; =2 | 1⁄3 1/3 1/3 0 日 0 
5 
8 


推论 10,1 ”对 所 有 的 J> 0, 分 支 过 程 2318 
tim legato) 
其 中 Bor = log ++ 
证 “由 于 wC) = 0, 则 从 定理 10.6 知 此 推论 成 立 . 
第 & 代 成 员 的 期 望 位 置 是 什么 ?按照 (10. 3. 9) 式 ,这 由 期 望 密 
度 比 决定 . 我 们 现在 先 证 明 一 个 结果 ,由 此 结果 可 得 对 于 BL, 
期 望 密度 比 约 为 二 


定理 10.7 ”对 分 支 随机 移动 ZLE 


Ne 


Vi = BD rea), 
ERAT. ©) 中 各 路 径 的 叶子 上 的 奇偶 位 之 和 . 则 有 


ELN] = BE 


= ĝspla. s. )， 


B[V,] = FEEN] = F| 4" 


证 FRAT) 的 根 结 点 ， eae 的 概率 有 奇偶 位 为 9 的 


一 单 边 和 树 T Ce) 相连 ,而 以 二 的 概率 有 奇 价位 分 别 为 0 和 1 


eR SARA To) Mor) 相连 ,这 就 给 出 了 递 
AX 


ELM) = SELN, 1] + Y GE[N,-,D, 
ev = Lev) + + GE[V,-,J + FIND 
利用 B[N,] = 1 #0 E[V. = 0,888 BLN.) = ($) m gv. = 


1 1. 412 my 
TELN,] = Fal 4) . 定理 得 证 


对 到 [1], 将 一 个 Chernoff 界 用 于 分 支 随机 移动 ,除了 一 个 具 
有 指数 形式 的 小 分 数 外 , {r(xD)11 < š < N,(e)) BEE 
[ 主 一 < 汪汪 。]; 这 可 与 文 [19] 8 e pe. BH, 89 DE HD 
[eJ 类 似 的 结果 成 立 . 

Kingman[24] 证 明 一 个 单 类 型 Crump — Mode 过 程 的 任何 实 
Ro 几乎 肯定 有 一 个 渐 近 首次 出 生 , 此 出 生 是 一 个 取决 于 此 过 程 
的 常数 B. Biggins[18] 将 此 结果 扩展 到 多 分 支 随机 移动 . 运用 
Biggins 方法 ,可 得 到 以 下 结果 : 

定理 10.8 存在 一 个 常数 Bao, 使 得 对 所 有 (PO. AEM 
3[3 站 有 源 近 第 一 出 生 


lim +L; (w) = fala. s. ), (10.3.13) 
这 里 常数 Bap == 0. 02399 H Bar > 0 和 
EC) = 0 《10. 3.14) 
唯一 确定 ,其 中 
Tray 二 一 一 1121 
gla) = sup að log| 2 + H al })- 《10, 3.15) 


此 定理 表明 存在 一 个 类 似 于 7y 的 分 支 过 程 停止 常数 yar，, 其 定 
义 是 
Ë 
Li Ww) 
= (Bop) ` (10. 3.16) 

证 定理 10. 6 的 证 明 表明 ,过 程 BCS] 是 超 临 界 的 、 正 正则 
的 . 因此 Biggins[18] 的 主要 结果 适用 县 表明 (10. 3. 13) 式 对 依赖 
于 过 程 多 [3 门 的 常数 p. My. 

为 计算 p 我们 象 Biggins 一 样 , 找 出 一 个 与 BP] 有 关 的 
Laplace 变换 矩阵 多 C98) (8 > 0) 如 下 , 令 九 表示 由 类 ”的 一 个 体 
出 生 的 点 过 程 ,EL*] 表 类 mm 所 有 个 体 的 期 牙 值 . SO CO) TE 
为 
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(a.s. } 


Yep = limsup 


PL = EL edzo] 
= exp(— (log2)0) ES” 
+ exp(— (log2 — 10g3)0)( E + EP}. 

定理 10. 6 的 证 明 表 明 ES? AEP 都 有 特征 向 量 e 一 (1,1，…， 
1 ,其 特征 值 分别 为 10. 因此 容易 证 明 ( 象 在 定理 10. 6 的 引 
论 ) 对 所 有 4 2 0,906) 是 严格 正 的 矩阵 , 且 仅 有 一 个 与 特征 向 量 e 
对 应 的 最 大 特征 值 : 

1 


KA) = exp(— (log2)0 + 了 exP《 一 (log2 — log3)@) 


= 2 十 4e). 


因为 常数 B, 独立 于 函数 9), PO) 独立 于 j, B B, RIK B+. ;, 
因此 p; 是 一 个 常数 Bor ,Biggins 定义 


pla) = inf(e*g(0)|0 = 0) (0. 3.17) 
且 证 明了 
Bap = inf {a (eCa) > 15 (10. 3. 18) 
通过 取 对 数 ,我 们 有 
Zla) = logela) = inf (ad + loge(d)} 
=— sup{— 28 — log@(8)} 
oo 
=— sup{aé — logMf(@)}, 
eco 
其 中 


M(@) = exp((log”)#) + expC dog Do 


=p 0) (10. 3.19) 
是 BOL] 的 一 个 体 的 后 代位 置 的 即时 生成 本 数 , 容易 验证 Z Ca) 在 
EMC log + log 18) 连续 、 严 格 单 增 且 在 区 间 [ 寺 log LE oo] 
的 值 为 常数 Ba) = log E. a= 0,0 二 1 十 e 可 得 (0) < 0; 因 
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此 存在 唯一 值 B> 6 使 得 8《B) 一 0. 故 p(B) 二 1; 再 由 (10. 3.18) 
式 ,得 8 = Bor. 定理 证 毕 ， 

我 们 现 能 考虑 更 复杂 的 分 支 随机 移动 ZS, d], CIRA 
4 的 树 完全 模拟 3N + 1 8938 Af. 对 给 定 的 剩余 闫 的 mmod37) , 
以 3-* 的 概率 均匀 选择 满足 条 件 Pi 一 mmod3') 的 剩余 类 
fi(moda**) , 3F 38 (CG), 其 所 有 叶子 (后 代 ) 已 确定 
(mod3)). HFM (CG) 的 根 开始 的 标 有 奇偶 标记 的 一 个 
EP] (z zase) 唯一 确定 , 且 指 定 其 位 置 为 dlog2 一 (a, 十 = 
十 … + za)log3. 可 以 证 明 ,该 过 程 的 Laplace 变换 矩阵 有 最 大 特 
征 值 (地 )", 且 对 应 的 特征 值 函 数 为 gr(b) = [KO] Bla wb we 
过 程 ,与 定理 10.8 类 似 的 定理 也 成 立 . 

由 分 支 过 程 D] 产生 的 树 与 由 3N + 1 函数 产生 的 树 的 不 
同 之 处 在 于 前 者 有 更 多 的 可 变性 . 任何 3N + LMR T i (m) 可 
fi mCmod3""") 的 同 余 类 确定 ,因此 至 多 有 2 3 棵 被 标记 了 不 同 
边 的 对 多 ; (m). 相反 的 是 由 分 支 随机 移动 BI 获得 的 深 为 4 
的 树 的 总 数 当 d 一 oo BE > explexped (其 中 < RET EK 
O. 

分 支 随机 移动 26[ 31 89 k 代 “ 最 后 出 生 ” 类 似 于 3N 十 1 函数 
的 变量 本 + (0) = max {nje 0) = k) = 2 GE TE 
种 类 似 是 完美 的 ,因为 对 每 个 如 [3"], 第 代 的 “最 后 出 生 ” 是 在 位 
置 &log2 处 . 
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11 两 种 随机 模型 ( 续 》 


11. 1 两 种 随机 模型 间 的 关系 


独立 的 随机 移动 模型 是 从 ?= 开始 按照 = 的 增加 顺序 描述 3N 
十 1 问题 , 而 分 支 随 机 移动 模型 则 是 从 x 开始 按照 &(n) 增加 的 顺 
序 描述 3N 十 1 问题 的 , 这 两 种 顺序 是 很 未 相同 的 ， 对 第 一 种 显 
序 , 在 独立 随机 移动 过 程 中 一 个 “随机 ” 数 ”的 轨迹 的 密度 比 约 为 


+: 而 对 分 支 随机 移动 模型 BL3']， 其 结果 的 磊 序 方向 为 深度 
(对 应 于 Cn)) 增加 的 方向 ,在 一 胃 迹 中 对 根 结 点 的 密度 比 约 为 
证 (定理 10. D. 除了 硕 序 的 不 同 , 分支 过 程 模型 还 综合 不 同 个 休 
之 间 的 相关 性 , 而 独立 随机 移动 模型 则 不 . 

Ri, 这 两 种 模型 四 有 相同 药 渐 近 性 态 Yaw = yar 而 互相 关 
E, 这 种 关联 是 由 它们 的 即时 生成 函数 产生 的 .独立 随机 移 油 模 
Bm bk X AED 时 生成 函数 

Mae(0) 一 Ble] = Fh 十 FS. G1. 1. D 

而 在 分 支 随机 移动 模型 SO] 中 , 对 于 出 生 位 置 的 点 过 程 Z! 有 即 
时 生成 函数 


Myp(8) = EL] = 1.029 + azy, a. 1. 2) 

ERM 23!) RF RR R: Marl 为 即时 生成 矩阵 
@ (6) 的 最 大 特征 值 ( 见 10. 3. 19) xk. 
Mar) 与 Mrw 两 者 的 对 偶 关 系 是 
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Mer = Mwl 0 — 1). aL 1. 3) 

在 映射 8 一 一 1 一 9 是 一 对 合 关系 的 意义 下 这 是 一 对 偶 . 更 一 般 
地 可 以 定义 两 个 点 过 程 是 对 偶 的 , 如 果 它 们 的 即时 生成 函数 满足 
关系 (11. 1. 3) R. 

我 们 用 对 偶 关系 推出 下 面 的 结果 : 

定理 11. 1 Yw = Yor. 

证 关于 Yrw 和 ya 的 公式 分 别 在 10. 2 M10. 3 段 推出 ， 
它们 是 由 适当 的 即时 生成 函数 的 Legendre 变换 给 出 的 . 定理 10. 


5 
1 断言 Yow > (Flos 4] BWA 


Jj). 
EN Far) Few? 
其 中 
gla) 一 sup(ae — logMrw(— 4), 
注意 MO) = Mew(— 0). 定理 10. 8 断言 ysp > 0 是 方程 


~{ 1 
ziy) 
的 唯一 正解 ， 其 中 
g(a) =— sup(ad — logMae(0), (IL 1 4) 


RE MO) = Ma0). Ha € | 0, $log $) mRNT M Legendre 
变换 
(a) =— sup (að 一 logMar CO), QL. 1 5) 
ABUL L OR. 上 式 可 利用 (11. 1. 2) 式 得 到 ， 于 是 由 对 偶 关 
A My (8) 一 Mar( 一 9 一 D 可 得 
g(a) =— gla) + a. aL 1. 6) 
上 式 对 ae |o, glog P] mar. 因为 1/Yew 和 17709 都 落 在 
这 个 区 间 且 (a) 是 单调 增 的 , 因而 由 上 式 便 可 得 到 1/Yrw 一 
Mars BI Yew = Yar. EAE. 
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现在 我 们 利用 对 偶 关 系 证 明 当 由 分 支 随机 移动 模型 Z] 的 
实现 产生 的 个 体 依 增加 的 次 序 排列 时 ， 它 们 的 分 布 类 似 于 独立 随 
机 移动 过 程 开始 位 置 expZ* a, 0O 的 分 布 , 此 分 布 对 每 个 ”一 1, 
2，3，… 包括 一 个 个 体 . 

定理 11. 2 HAE 多 [1] 的 一 个 实现 , > 

DG, w) = H (e, S07 < t) 
OR Kh Slog, ) 委 上 的 子孙 的 个 数 ， 则 几乎 可 以 肯定 地 有 
Pe, o= nt CBs oof) ALL 7) 
证 为 估计 7 G, o), RIZE 
I; G ©) = H {o.k BRA Sn) <ç t. 


* a = blog. 首先 可 以 看 出 ， X a < log É, 有 以 下 信 计 
4 kelot) 
i 四 < Nsw < [ $J) 


< nasa Oke + comb, 

GL L. 8) 
其 中 心 = log 8 (iog $) ~o 120393( 见 定理 10. 6). 这 些 
个 体 对 (11. 1. 7) 式 的 作用 是 微乎其微 的 ， 


EMF > Hogi, I G, 0) 计量 "末尾 部 分 ”， E 
能 用 Biggins[19] 的 Chernoff 界 估计 . 我 们 几乎 可 以 肯定 得 到 


1 ted) 


rd, = {of 2 


= palate (O p> oo FP), 
aqi. 1. 9) 
其 中 pla) 由 (10. 3. 17) 给 出 . 利用 包含 在 (11. 1. 6) iS XH 


关系 , 对 4 > Hog TÉ, 有 


ag P: 


l yl 
£ a 


1j=a j< qi. 1. 10 
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且 由 引 理 10. 2 知 当 a 一 (Flog 4] “时 上 式 中 的 等 号 万 立 ， 因 


-1 
it k = [pre +) loge, BACIL 1. DRA 


I'G, o) 2 I G, oy ite (Yt co at) 
几乎 肯定 成 立 ， 最 后 利用 (11，1. 8)s&— (11, 110K, 有 
I (t, w) < (60logt)max{7} (z, w) 10 << k < 501ogz) 
see (4 t— oo 时 ) 
几乎 肯定 成 立 . 
可 以 检验 ,由 分 支 过 程 模型 B1] 产生 的 大 小 接近 于 一 给 定 


maiagi, 3X AE HY 38 sr BS WL Bh AR 3 BG a AH 


m. SEE a= | Flog g) ARER a) = 去. 可 以 证 
HERE 


re D = par D rem, 1S C4.) St) 


Ye co 时， 几乎 表 定 有 r'” G, w+ 5. 

对 于 任意 一 对 对 偶 分 支 随机 移动 ， 只 要 对 它们 的 期 望 步 长 值 
及 符号 条 件 附加 某 些 略 外 的 限制 ， 就 有 与 定理 11. 1 和 11. 2 类 似 
的 定理 . 这 些 附 加 的 限制 条 件 对 完成 (11. 1. 4) 式 和 (11. 1. 5) 
式 的 证 明 是 必要 的 ， 


11. 2 3N 十 1 函数 的 某 些 经 验 结果 


我 们 现在 把 10. 2 ALLO. 3 段 中 随机 模型 的 预测 局 3N + 1 
FRE AR A SE ER HE AS A (a) 和 二 (x) a SÇ 1013 的 连续 最 大 值 的 表 
(BER 11. 1) 的 形式 进行 比较 , FH AGT EERE 25 | ER AD. 

表 11. 1 给 出 了 每 个 区 间 [10，lo4]G < £ < 19) 上 
logt (n) /logn 的 最 大 值 . 数据 看 上 去 和 随机 移动 模型 的 预测 值 caw 
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三 2 很 一 致 .此 表 还 给 出 了 tln)/logn 和 t...) /logn 的 值 , 其 中 


fon) = min {kC n) SCG), L= 0, 1, 25}. 


RILI ALO, 10) LOER paki 


Togn 

4 , “te | ee | re 
1 27 2. 560 | 13. 65 | 21. 24 
2 703 1. 791 7. 32 16. 48 
3 9, 663 1. 790 2. 83 12. 86 
4 77. 671 1. 819 3. 46 13. 14 
5 704, 511 1. 788 | 2.75 | 11 59 
6 8, 631, 675 1. 976 5. 86 23. 05 
7 80, 049, 391 1. 903 5. 06 19. 84 
8 319, 804, 831 2. 099 4. 65 19. 10 
9 8, 528, 817, 511 1. 909 5. 20 20. 03 
10 77, 566, 362, 559 1.897 | 6.86 | 19. 02 
随机 移动 模型 2. 000 | 7. 645 | 21. 55 


回顾 随机 移动 模型 的 预测  ,(n) a= 21. 55logn, z... (n) = 7. 
645logn《 渐 近 地 ), 其 中 的 x 满足 i(x) = n°) (34 n — co Bt). A 
Sh, BOREAS n 的 加 迹 的 对 数 图 应 和 斜率 确定 的 两 直线 段 接近 . 
11. 1 针对 表 11. 1 Pe 画 出 了 用 对 数 表示 的 去 鳞 般 的 轨迹 图 
(Aflogn, logC'<n)Aoga), RPM MFISE < 5 的 轨迹 是 用 点 线 
BHM, 对 应 于 6 <ç k << 10 的 轨迹 是 用 实 线 画 出 的 ,而 由 随机 移 
动 模型 预测 的 有 限 罗 迹 则 用 虚线 画 出 ， 它 看 上 去 和 经 验 数 据 易 合 
得 比较 好 
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3 11. 2 给 出 了 7Y(n) = ia) logn 在 每 个 区 间 10 < x < 
10°01 S210) 所 取得 的 最 大 值 . B: EE Ë n = 27, HYG) 
稳定 增长 , 达到 一 个 可 能 的 平衡 值 , 约 为 32， 比 猜想 1 预测 的 要 
AN. 这 和 猜想 1 冲突 了 吗 ?大 偏差 理论 预测 : 极 值 轨 迹 的 图 形 粗 略 
看 上 去 是 斜率 为 一 0. 024 的 直线 . 图 11. 2 针对 表 11. 2 中 的 =” 画 


出 了 用 对 数 表示 的 去 鳞 般 的 轨迹 图 , 其 中 对 应 于 1 < k < 5 的 轨 
BEAR. UF 6 < k < 10 的 轨迹 是 用 实 线 画 出 的 ， 
而 由 随机 移动 模型 预测 的 有 限 轨迹 则 用 虚线 画 出 , 
表 11- 2 RAAF, 10} < ¿< 10) E YG) 的 最 大 值 

k n tln) Ven) r(n) 

1 27 70 21. 24 | 0. 5857 

2 703 108 16. 48 | 0. 5741 

3 6,171 165 18. 91 | 0. 5818 

4 52, 527 214 19. 68 | 0. 5841 

5 837, 799 329 24. 13 | 0. 5297 

6 8, 400, 511 429 26. 91 | 0. 5967 

7 63, 728, 127 592 32. 94. | 0. 6030 

8 127, 456, 254 593 31. 77 | 0. 6020 

9 4, 890, 328, 815 706 31. 64 | 0. 6020 

10 13, 371, 194, 527 755 32. 38 | 0. 6026 

随机 移动 模型 41. 68 | 0. 6091 


我 们 称 预测 的 极 值 的 直线 路 径 为 “火车 轨道 >， 这 是 文 [35] 
提出 的 . 有 一 著名 论点 :对 常 系数 殖 机 移动 , 去 做 未 必 能 成 功 的 
事情 的 最 好 办 法 是 选取 一 个 适合 的 速度 , MRA SNH. 类 
似 于 火车 ,轨道 达到 最 高 (如 图 11. 1), 但 不 是 最 长 (如 图 11. 2), 
AA CNG We HRT RR, 然后 必定 很 快 冲 下 ,而 一 个 
更 平缓 的 路 径 会 支持 它们 走 得 更 远 . 
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实际 的 极 值 轨迹 性 态 ( 图 11. 2) 看 上 去 有 三 段 不 同 的 情况 : 
第 一 段 是 初始 上 升 段 ;第 二 有 段 是 一 个 长 的 “火车 轨道 ” 段 ; BSB 
是 快速 下 冲 奴 , 这 不 同 于 预测 的 “火车 轨道 ”, 但 稍 加 分 析 可 知 并 
不 产生 了 矛盾. 既然 这 些 轨 这 是 极 值 轨迹 , 它们 一 定 有 一 个 初始 上 
升 , 否则 存在 一 个 具有 更 低 开 始点 的 轨迹 会 是 更 好 的 极 值 轨迹 
最 后 的 下 冲 是 一 些小 数值 ( 委 105) 的 非 随机 行为 造成 的 , 没有 使 
48 t.(n)>24. 15logn É) n fi. 鉴于 这 些 理由 我 们 认为 表 1. 2 的 
数据 和 猜想 10. 1 是 一 致 的 

在 下 自我 们 将 用 递 选 代 进 一 步 检 查 * 火 车 轨道 ” 


11. 3 寻找 大 停止 次 数 的 贪心 算法 


文 [35] 提出 了 “贪心 ”算法 , 它 是 通过 北向 搜寻 以 寻找 使 
t(n) /logn 取得 大 值 的 大 ”的 方法 - 

贪心 算法 多 $m = 4, Hih ma BOC) ma-na) 中 的 
最 小 元 素 ， MATH mayo 中 的 最 小 叶子 标记 ,递归 她 求 得 
{malk 2 0). 

由 此 算法 定 出 的 轨迹 展示 了 “火车 轨道 ”的 性 态 ， 它 有 一 个 依 
赖 于 树 的 寻求 深度 4 ERB. 

我 们 可 以 为 10. 3 段 的 分 支 过 程 用 类 似 的 贪心 算法 模拟 贪心 
算法 的 性 态 . 

贪心 算法 Z [3] AED KRUG Sy] 的 一 个 实现 o, 
按照 取 ws BR, HQ ol 是 ww 的 所 有 后 代 中 高 度 最 小 树 Co) 
的 第 kd 层 结 点 来 求 得 {wlk 守 0}.， (在 相关 情况 下 , 选择 wi 是 第 
kd 展 结 点 的 排列 wx. , 中 的 第 一 个 结 点 ). 

这 些 算法 的 实施 对 2 和 j 的 固定 值 原则 上 可 准确 分 析出 来 - 

定理 11，3 ”对 算法 Ge[1]j, FERRA |d =1, 2,…} 
使 得 
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lim A Low = BC a. s. ), aL 3. D 


从 而 有 
lina 8(4) = Ber. ql. 3. 2) 
证 ” 先 推 导 Q1. 3. DR. 过 程 {owz} 的 每 一 步 包 括 独 立地 
通 出 一 标 由 [1] 生成 的 根 在 odn 的 深度 为 d 的 树 ， 从 而 选择 
of EMA Ova F ta BAE Lok) — Ldn.) 取得 最 小 值 的 那个 
分 支 的 最 后 一 个 元 素 . 中 心 极限 定理 表明 PG) 存在 且 是 此 随机 
变量 的 最 小 位 置 比 的 期 望 值 . 11. 3. 2) 式 极限 的 存在 和 其 值 为 
Bap 的 结论 可 从 文 [18]] 的 定理 和 得到， 定理 得 证 . 
定理 11. 3 的 一 个 等 价 形式 是 存在 极限 密度 比 {r(d) |4 = 1, 
2, =.) 使 得 
limr (wu) = ra) a. s. ) (11. 3. 3) 
E limra) = rep #= 0，60909， 此 等 价 姓 可 从 关系 式 (10. 3. 10) 
ARE, 同时 还 有 
BCA) 一 log2 一 r(d)log3 alL 3. 4) 
计算 rcd) 的 值 存在 一 个 简单 的 递归 , 令 
Pai = Probl 7 Cu) 的 分 支 数 之 j 十 1]， 
则 


a a 
rd) = Dilba; — Pain = Dpass AL 3. 5) 
# a 
这 是 因为 paan = 0. 
过 程 SO] 的 定义 隐 含 着 p... 满足 递 推 公式 ， 
dpa, = Bd — Van, + EG — Depa Pen 


Ql. 3. 6) 
由 poo = 1, PRN AE FA REA Rh Br 55 pa, 的 值 , 并 对 较 
AM d RB rd). 3& 11. 3 列 出 了 r(d) 的 值 及 用 这 种 方法 得 到 的 
ARE IER BUSH MA y. = BCE). 
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Wd > 3, rd) 的 值 星 严格 单调 增 的 特征 ， 但 月 前 还 无 法 从 


理论 上 加 以 证 明 . rd) 还 具有 次 可 加 性 : 


dr(d) 2 jr + (d — jrd- p 15 jd — 1. 


(11. 3. 7) 
用 此 式 可 以 证 明 当 34 < 4 < 68 时 有 rd) >> +. 
表 11. 3 多 [1] 的 概率 信心 算法 的 极限 密度 
深度 d EEH rad) Ya 
1 0. 33333 3. 0586 
2 0. 33333 3, 0586 
3 0. 33882 3. 1161 
4 0. 34649 3. 2001 
5 0. 35508 3. 2999 
10 0. 39831 3. 9095 
20 0. 45790 5. 2606 
30 0. 49179 6. 5420 
40 ©. 51291 7. 7126 
50 0. 52729 8. 7825 
100 0. 56114 13. 0438 
200 0. 58183 18. 5376 
400 0. 59387 24. 5634 
600 0. 59832 27. 9213 
800 0. 60069 30. 0124 
1000 0. 60216 31. 6471 
co 0. 60909 41. 6776 


表 11. 3 给 出 的 贪心 算法 V1] 的 预测 密度 可 以 和 表 11. 2 
的 实际 3N 十 1 数据 相 比较 对 表 il. 2 中 的 最 大 值 4 进行 755 K k 
Re AT) = 32. 38, WH G1] 贪心 算法 搜索 到 深度 800 而 


得 到 的 预测 常数 为 30. 01. 


Ril, 贪心 算法 多 4[1] 并 没有 给 出 算法 GS) 的 特征 的 完全 精 
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确 模型 .这 是 因为 当 我 们 选择 有 许多 奇偶 位 为 1 的 项 的 序列 {wz} 
Bt, 它们 的 值 (mod37) 的 分 布 不 可 能 是 均匀 的 分 布 , 象 模型 多 [1] 
假设 的 那样 . 

因此 , 我 们 研究 的 贪心 算法 多 [ 3， 总 是 每 次 尽 可 能 选择 一 
个 奇偶 位 为 1 的 结 点 % 以 产生 一 深度 为 1 的 最 优 树 , 这 种 结 点 的 
选择 产生 一 个 Markov 链 , 链 中 所 有 的 状态 不 是 等 概率 的 . 了 一 1 
和 2 的 Markov 链 在 表 11. 44, 同时 给 出 了 有 关 的 产生 稳 态 概 


率 的 左 特征 向 是， 多,f31 MERE r Q = 2 = 0. 40000, 


人 [9] 的 密度 比 是 re(1) = $ 0, 42857. MT ALY KGS 3)， 
没有 什么 新 情况 . 类 m(mod3’) 的 稳 态 向 量 对 mmodo) 和 7,《1) 
一 号 > D arom 

显然 名 [的 给 出 了 3N 十 1 问题 的 一 步 贷 心算 法 多 ? 的 定性 的 
精确 模型 表 11. 5 给 出 了 关于 Sç 的 7000 次 选民 的 统计 数据 ， 
表明 它 与 Markov 链 吻合 得 很 好 . 

我 们 可 以 构造 更 复杂 的 Markov 链 来 模拟 贪心 算法 TI 的 性 
B ERR” AAM EEIE Markov 链 C《mod3”1!) , 它 从 选择 
含有 一 深度 为 4 的 树 的 最 大 密度 比 的 某 个 分 支 的 算法 产生 ,而 该 
树 是 由 过 程 . 吧 [34f:，d]( 在 10,， 3 段 末 定 义 ) 生成 的 . 这 些 模型 非 
常 精细 ,使得 容易 直接 对 Z; 进行 研究 . 
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3511. 4 贪心 算法 的 Mrkov (d = 1) 


1 2 
1 ° 1 
2 | 2/3 | 3/2 


(a) BLsIMerkov tt. v = (2, 3} 
1 4 7 


1/3 | 1/3 | 1/3 


oan s= > m= 


O o 0 1/3 | 1/3 | 1/3 


©) 9[9]Markov 链 ,v = (3, 2,2, 2,4, 4} 


Ril. 5 贪心 算法 多 7 HEBER 


k 1 2 4 5 7 8 8 


700 O. 2379 O. 27920. 09970. 14960. 09120. 1425 4. 27 
7000 0. 2395 O. 28630. 09540, 14180. 09340, 1435 4 52 
预测 f; 2381 0. 28570. 09520. 14290. 09520. 1429 4. 498 


密度 75 2 2 1 2 1 
21 7 21 7 21 7 


3 11. 6 列 出 了 贪心 算法 GS) 的 密度 的 经 验 数据 , 其 中 4 = 


5, 10, 15, 20, 25 用 于 构造 信 mowo, 其 第 6000 KE REAR 4. 
表 中 XY(meooo) 的 值 可 以 同 表 11, 3 中 六 的 值 相 比较 , 注意 , 由 观察 
可 知 , 表 11. 6 d d = 25 所 对 应 的 7Y(msoo) 的 值 (8，05) HR 
11. 3 rh d = 45 所 对 应 的 Ya 的 值 相 同 . 
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Rll. 6 ”适用 于 mm。= 4 的 贪心 算法 多 7 


搜寻 深度 log Cmon) I Y (mie) 
5 1116. 28 5. 38 
10 1043, 29 5. 75 
15 849. 93 7. 06 
20 ` 808. 20 7. 43 
25 745. 56 8. 05 


文 L35] 用 贪心 算法 找到 了 一 个 数 n=. 823X10, 满足 
(no) = 6000, FH 4(n)/logno~wl6. 186. 对 于 随机 移动 模型 , 定 
理 10. 1 断言 , ME e Sne n 有 如 此 一 大 值 a 的 
概率 二 e-”， 因 此 , 为 找 tn) /logn 的 极 值 , 采用 北向 搜索 显然 
要 比 “ 随 机 ”搜索 有 效 得 多 - 
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12 3N 十 1 猜想 的 推广 


12. 1 推广 的 Cln) 函数 的 一 般 形 式 


前 面 讨论 的 通常 选 代 , 伸 长 选 代 和 压缩 造 代 都 是 针对 3N 十 1 
猜想 的 研究 方法 . 而 3N 十 1 本 身 是 可 以 推广 的 .由 于 3N 十 1 38 48 
至 今 未 得 到 理论 上 的 证 明 , 研究 它 的 推广 问题 似乎 是 舍 近 求 远 ， 
为 时 过 早 :但 完全 不 探讨 它 的 推广 问题 又 似乎 是 坐 井 观 天 ,局 四 
思维 . 看 来 在 主攻 3N 十 1 猜想 的 同时 探讨 一 下 这 个 问题 的 推广 是 
必要 的 , 有 益 的 . 鉴于 此 , 在 对 3N 十 1 猜想 作 了 前 面 的 讨论 之 后 ， 
本 节 就 3N 十 1 函数 的 推广 和 3N 十 1 猜想 的 推广 两 个 方 而 讨论 3N 
十 1 问题 的 推广 . 

EBR RRT, 我们 是 根据 Collatz 函数 (或 称 3N 十 1 函数 )， 

> n == 0(mod2) 
CSA 1 《12. 1. 1) 
3, n= 1(mod2) 


来 研究 3N 十 1 猜想 的 .分 析 这 个 函数 的 结构 ,容易 将 它 推广 为 更 
一 般 的 Collatz 函数 : 


em b, in =o (modD)， 
an +h = 

Co) = — ， 34 n = 1 (modD), 
got tot, n = D — 1 (modD). 


《12. 1. 2) 
其 中 
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DEN, B D>2, 
ais b; € Z, am + 6, = 0(modD) G = 0, 1, 2, D — 1). 
a2. 1. 3) 
EG hln) = mth, 则 


an + b, 


Cin) = (h(n) = 5 > 4n=itmodD), 0 <í S D — 1). 


a2. 1. 4) 

(12. 1, D 式 或 (12. 1. 4) 式 的 函数 CO) 称 为 推广 的 

Collatz BR. HS D = 2, a, = 1, b = 0, a, = 3, b, = 1, 则 得 

到 (12. 1. 1) 式 中 的 Collatz 函数 , 即 原始 的 Collatz BM. 由 于 满 

足 条 件 (12，1, DAD Ma, LARRA, 则 上 述 推广 的 Collatz 

函数 是 相当 复杂 的 ， 如 何 提 * 问 题 ”或 “猜想 ”得 根据 具体 函数 的 
特点 而 定 . 例如 函数 


z, Z n = 0 (mod3), 


cay = St, 4x = 1 (mods), a. 1. 5) 


n, 4 n = 2 (mod3), 


是 其 中 的 一 个 简单 特例 ， 它 也 是 L. Collatz 本 人 当年 考察 过 的 函 
数 ( 见 第 1 节 的 函数 G(n)). 依据 此 函数 所 得 到 的 轨迹 序列 如 : 
TQ) = (1, l loeh 
T(2) = (2, 3, 2, +}, 
TO) = (3, 2, 3, =), 
TC) = {4, 5, 75 9s 6s 4, or}, 
T(8) = (8, 11, 15, 10, 13, 17, 23, 41, 55, 73, hs 
T(12) = (12, 8, +}, 


发 现 一 个 定点 (1), 两 个 圈 (2,，3, 2) MG, 5,7,9,6,4, BK 
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ATS) 是 否 有 定点 和 图 .研究 者 普遍 认为 (8) BLAM BI 
— co R} Ct (8) — co. 由 试验 所 得 到 的 表 12. 1 支持 了 这 一 观点 . 试 
验 还 表明 ,大 于 9 的 自然 也 有 与 了 (8) 类 似 的 性 态 . 因此 ,车 对 这 
个 函数 提出 什么 “狂想 ”的话 ， 这 猜想 便 是 :任何 自然 数 = 经 (12. 
1. 5) 式 的 函数 Cln) BR, 要 么 得 到 定点 (1)， 要 么 得 到 圈 (2，3， 
2) REC, 5, 7, 9, 6, 4), E4 Ct n) — co (k — ce). 


3 2.1 T(8) 的 部 分 元 素 


k C8) k C*(8) 
o 8 20 161 

1 11 30 717 

2 15 40 796 

3 10 50 1767 

4 13 60 7849 

5 17 70 69687 
6 23 80 9668 

7 31 90 5365 

8 4 . 106 11908 

9 55 “200 34576499 
10 73 300 196103289 


这 样 的 猜想 不 仅 与 3N 十 1 猜想 一 样 难 以 解决 , 而 且 由 于 猜想 的 结 
论 变 得 复杂 而 会 令 人 乏味 。 因 此 ，, 下 而 我 们 只 讨论 将 函数 CCn) 改 
变 , 而 不 改变 “迭代 和 归 1” 的 猜想 结论 的 一 些 情形 。 
3N 十 1 问题 之 所 以 难 解决 ， 当然 完全 是 由 于 3N 十 1 函数 造 
成 的 。3N 十: 函数 看 起 来 非常 简单 ,但 对 于 攻克 3N 十 1 猜想 却 是 
“ 太 复杂 ”了 。 为 了 将 问题 从 简单 引 向 深 入 ,我 们 先 试 将 3N 十 1 函 
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n = 
Cla) = 入 # n = 0Cmod2), 


(12. 1. 6) 
3n + 1, # n= 1(mod2) 
改 成 简单 的 N 十 1 BS ËR CBD IN+ 1 BRD): 
=, # n= 0(mod2), 
co Æ n= mo az 1 7) 
n+l, # n= 1mod2). 


再 提出 N 十 1 BJEB (ED IN 问题): 
对 任 一 自然 数 n, ROSE ES R BJ E CK k. 使 得 C*(n) = 
1? 
容易 证 明 , 对 这 一 问题 的 回答 是 肯定 的 , 换 旬 话说 , N+ 1 38 
想 ( 即 IN 十 1 猜想 ) 是 正确 的 。 
研究 3N 十 1 猜想 时 会 研究 这 样 的 问题 : 任 给 态 EN, 问 有 多 
DD BIR nl, 使 得 4 的 高 hn) 一 HH? Bid n( H )2 Sk P fO) n 
的 个 数 ， 则 此 问题 就 是 要 求 n H= H {alas RBC 
MEAZ 1. 6) 式 的 CCn) 。 经 验证 我 们 有 
nO) 二 1( 数 2 是 使 CICna) = 1 AEB n), 
n(2) = 1( 数 4 是 使 CCn) = 1 的 唯一 的 n)， 
n(3) = 1( 对 应 1 = 8), 
n(4) = 1( 对 应 = 16), 
n(5) = 2(n = 5,32), 
n(6) = 2(n = 10,64), 
n(7) = 4( = 3,20,21,128), 
n(8) = 4(n = 6.40.42.256), 


于 是 得 到 一 个 序列 {nCH)}: 
ls l, 1, l, 2, 2, 4, 4, 6, 6, 8, 10, 14, 28, 24, 29, 36, 


AA. oe 12. 1. 8) 
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此 序列 杂乱 无 章 , 目前 无 法 找到 求 DRAR. 
车 将 Cln) 换 为 (12. 1. 7) 式 的 NN 十 1 BR, 则 有 
nll) = 1(n = 2), 
n(2) = 1(n = 4), 
n(3) = 2(n = 3.8), 
n(4) = 3@ = 6,7,16), 
n(5) = 5(n = 5.12.14.15.32), 


BARA (nC) 
1,1, 2,3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, + 
(12. 1. 9) 
此 序列 竟 是 Fibonacci 序列 ! 这 是 但 然 的 巧合 蚂 ? 不 是 ， 它 可 以 证 
明 [38]。 此 序列 一 般 项 n( 互 ) 的 公式 由 下 面 的 式 子 给 出 : 
ad) = 1, 
n(2) = 1, | 
n(H) 一 (五 一 2》 十 2 五 一 1 五 一 3， 4, 5,0"), 
(12. 1. 10) 


我 们 再 将 3N 十 1 函数 改 成 NN 十 3 BR: 
n = 
CG) = 位 # n = 0(mod2), 


n + 3, 3 n= 1(mod2). 
则 N 十 3 猜想 正确 ， 且 对 应 的 序列 {nC 召 )} 为 
1, l, l, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, "~ 
a2 1. 12) 


(12. 1. 11) 


从 第 2 项 开始 也 是 Fibonacci 序列 ! 
我 们 又 将 3N 十 1 函数 改 成 N 十 5 BH: 


n = 
cin) -{F # n = 0(mod2), 
n+ 5, Hn = 1Cmod2)。 
* 179 + 


(12. 1. 13) 
则 N 十 5 猜想 正确 , RITER in A) A 
ls l, l, 2, 5, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 
Q2. 1. 14) 
此 序列 从 第 6 项 开始 与 Lucas B #| (Fibonacci 序列 的 推广 ) 
1，3，4，7，11，18，29，47，76，… 
从 第 2 项 开始 是 完全 相同 的 。 
一 般 地 , 我 们 取 p 为 任 一 奇 素数 , EXN+p GBH 


n = 
Cla) = 位 Æ n = 0Cmod2), 


n + p, Hn = 1 Gnnod2). 
G2. 1. 15) 
则 可 以 证 明 N+ p RREA, 且 对 应 的 序列 {nCH)): 
n(1), 2(2), n(3), nC4), 2(5), = 
RAW A RS, 是 一 Fibonacci 类 序列 。 
现在 回 到 3N 十 1 函数 对 应 的 (12. 1. 8) 式 的 序列 {nCH)}。 人 
们 自然 责问 ; 若 3N 十 1 猜想 正确 , 那 末 此 序列 (除去 前 面 有 限 项 之 
外 ) 也 是 某 种 (广义 的 )Fibonacci 类 序列 吗 ? 或 把 过 来 问 : 落 该 序列 
《除去 前 面 有 限 项 外 ) 是 广义 的 Fibonacci 序列 , BRA 3N 十 1 猜想 
正确 吗 ? 这 都 是 有 趣 的 值得 研究 的 问题 。 


我 们 相信 甚至 希望 SN 十 1 猜想 正确 , 这 就 如 同 相信 甚至 希望 


哥 德 巴赫 猜想 正确 一 样 RER, 若 哥 德 巴 忒 猜想 对 99 吕 以 土 的 


偶数 都 正确 ， 却 只 对 几 个 偶数 甚至 一 个 偶数 不 成 立 ， 这 不 是 “大 


UR SAR? 我 们 甚至 还 希望 SN 十 I 狂想 .7N 十 1 猜想 
等 等 也 正确 ,使 得 IN 十 1 猜想 ,3N 十 1 猜想 的 成 立 不 是 孤立 的 ， 
是 可 以 推广 的 。 

然而 看 看 SN 十 1 函数 ， 


=, == 0(mod2), 
co 者 ”一 0 (2. 1. 16) 


5n + 1, # n = 1Gnod2). 
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经 验证 很 快 发 现 , 对 n=13, BRP 

T(13)={13, 66, 33, 166, 83, 416, 208, 104, 52, 26, 13, 
we} 
SAH, 且 圈 中 没有 数 “1”. 这 说 明 5N 十 1 猜想 不 正确 , 这 当然 不 
是 我 们 所 “希望 ”的 。 之 所 以 如 此 ， 我 们 认为 ， 这 缘 于 3N 十 1 函数 
的 定义 形式 《12. 1. 6) 式 的 缺陷 , 这 种 缺陷 使 得 3N 十 1 猜想 不 便 
推广 。 为 弥补 这 一 缺 路 ,我 们 将 它 改 为 新 3N 十 1 函数 ; 


号， 若 a = 0(mod3); 


GG) = 9) E, 3 n së 0Gaod3) fB x = 0(mod2); 


3n 十 1， 其 它 情形 ，“ 
a2. 1. 175 
利用 此 Cn), REAR 1 一 8 的 选 代 序列 为 
1>T(D=(1,4,2,1, 1, 
2—T(2)= (12, 1, "P 
3—T(3)=(3, 1, =+), 
4—T(0=(4, 2, 1, }, 
5—>T(S)=(5, 16, 8, 4, 2, Lonh 
6—T(6)=(6, 2, 1, +}, 
7>T(7)={7, 22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 
16,8,4,2,1, Y, 
8—T(8)=[8, 4, 2, 1, =). 
将 如 此 的 选 代 序列 与 7. 1 段 的 伸 长 选 代 序列 相 比 , 自然 证 人 提出 
新 的 3N 十 1 WAR. 
新 3N 十 1 猜想 ”对 任 一 nEN, 用 (12. 1. 17) 的 函数 C. Gn) 
必 能 经 过 有 限 的 上 次 迭代 ,使 得 Ce) 一 1。 
我 们 认为 ,以 上 的 新 3N 十 1 猜想 同 原始 的 3N 十 1 30 UO EH, 
并 不 进 色 。 而 且 可 以 推广 地 提出 新 SN 十 1 猜想 .新 7N : 1 猜想 等 
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等 ， 以 满足 人 们 的 “希望 ”。 例 如 , 新 SN 十 1 BRD: 


= # n = 0(mod5); 


> # n Æ 0(mod5) {E m = 0(mod3); 
Coa) = 


n 


> # n Æ 0(mod5) H n = 0(mod3), 
{E n = 0(mod2); 
5n 十 1， 其它 情 形 . 


(12. 1, 18) 
这 时 着 到 n 一 13， 则 


T(13)= (13, 66, 22, 11, 56, 28, 14, 7, 36, 12, 4, 2, 1, 
wa} 
不 合 没 有 数 “1? 的 图 。 地 尚未 发 现 别 的 ”的 选 代 序 列 含 有 “1? 不 在 
其 中 的 图 的 现象 。 故 可 提出 新 5N 十 1 猜想 。 

类 似 地 可 以 定义 新 7N 十 1 函数 , 新 9N 十 1 函数 等 等 , 并 可 提 
出 相应 的 新 狂想 。 

一 般 地 , 设 p HARM, die pu > p. WHF RSF p 
的 所 有 素数 , H pS p> p> p> >p.C=2), 定义 N 上 的 
PN 十 1 BRA: 


> # n= 0(modp,); 


六, ë n= 0(modp,), fB n = O(modp,); 
" 
Cn) = 
Z, 3 nÆ OGmodp,)G = 1, 2, =", m — 1), 


JE n = 0(modp,); 
pn + 1, 其 它 情形 . 


(12. 1. 19) 
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可 提出 以 下 的 猜想 : 

新 pN 十 1 猜想 ”对 任 一 xnEN, 用 (12. 1. 19) 的 函数 Con) 
必 能 经 过 有 限 的 次 迭代 , 使 得 Cs*(n) 二 1。 

新 BN 十 1 猜想 算是 对 新 3N 十 1 猜想 的 一 个 比较 理想 的 扒 
广 。 攻克 新 3N 十 1 猜想 也 许 比 攻克 原始 3N 十 1 猜想 会 容易 一 些 ， 
特别 是 攻克 新 3N 十 1 猜想 也 许 能 为 最 后 攻克 原始 3N 十 1 猜想 准 
备 必要 而 充分 的 条 件 。 如 果真 是 这 样 ， 那么 研究 新 3N 十 1 猜想 就 
显得 很 必要 了 。 与 此 相关 联 , 若 令 

fen = limC,G@), 

问 : 对 任 一 自然 数 n2>2, 是 否 存在 有 限 的 迭代 次 数 上 ， 使 得 PG) 
=1? 答案 是 肯定 的 , 且 天 为 二 的 所 有 素 因数 (包括 重复 的 ?的 个 
Re 

下 而 专门 举例 讨论 推广 的 Collatz 函数 的 两 种 标准 形式 及 其 
对 应 的 问题 或 猜想 . 


12.2 ”推广 的 Cln) 函数 的 第 一 种 标准 形式 


推广 的 CO) 函数 的 第 一 种 标准 形式 是 : 
P n = 0(modD), 


PERT, n= 1(modD), 

cay a | LEBER, p= zoop), 
DA Dn DD, nD DdD), 
CERES 


D n= (D — 1) (modD). 


(12. 2. D 
JU DEN, AD Se 
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其 对 应 的 推广 的 Coliatz 问题 的 提 法 是 : 

对 任何 n € N, IK R CO) HTK. IRSA RH 
选 代 次 数 k,， 使 得 CCn) < D? 

4D=2m, (12. 2. 1) 式 的 函数 就 是 (12. 1. 1) 式 的 函数 ， 
称 为 原始 的 Coiiatz B Ë$ , 对 应 的 “问题 ” 则 称 为 原始 的 Coll atz 问 
题 . 由 于 从 1 到 至 少 10* 的 自然数 获 得 验证 , 未 发 现 一 个 例外 ， 故 
提出 了 著名 的 3N + 1 猜想 . 

针对 推广 的 Collatz 问题 ， 也 必须 先 用 大 量 的 自然 数 作 试 验 ， 
在 未 发 现 一 个 反 鲍 的 情况 下 才 可 攻 担 出 相对 应 的 推广 的 Cotratz 
34, BKN 十 1 猜想 ( 开 一 忆 十 1 六 3). 下 面 举例 讨论 看 是 否 有 
AN + 1 HB, SN + 1 猜想 等 等 . 

例 1 4N 十 1 猜想 

当 卫 = 3 时 , (12. 2 1) 式 的 函数 就 是 : 


s n = 0(mod3), 


4n—1 
3 


> n = 1(mod3), (42. 2. 2) 
anti 
3 
Ji ik eB at Ë ARA n BE 44 840493 — RA T (n) 如 
表 12. 2 所 示 . 


+ = 2(mod3). 


Ml 2 4N 士 1 钴 想 所 对 应 的 一 些 轴 迹 序列 了 Cn) 


TQ) = (slid, 


FQ) = (2,351 hy 

TU) = (45,7931 eh s 

TG) = {642,3, 107}, 

T(8) = {8911415555759 3e1 5°} 

TAO) = {40,13,17,23,31,41,55,73,97 129,43 557519525, 
33,11,15,5,7,9,3，1，}， 

TAD = {12,4,5,7,93, 1}, 

TAY = {14,19,25,33,11.15,5,7,9,3,1，…)， 

TG) = (16,21,7,9,3,1,--), 

TUB) = (18,6,2,3,1,--), 

T(20) = {20,27,9,3v1，…}， 

T (22) = {22,29,39,13,17,23,31,41,55,73,97,129,43,57， 
19,25,83,11,15,5,7,9,3,1, =), 

T(24) = (24,.8,11,15,5,7,9,3,1,--], 

T(26) = (26,35,47,63,21,7,9, 3510} 5 

TOD = {27,958.10} 

T (28) = (28,387,49,65,87,29,39,13,17,23,31,41,55,78,97, 
12943457 519425 533,11515,557593sle} 5 

T(30) = (30,10,13,17,23,31,41,55,73,97,129,43,57,19, 
25,33,11,15,5.7,9,3,1, y, 

T(82) = {32,43,57,19,25,33,11,15,5,7,9,3,1,."}, 

T(34) = 134,45,15,5,7,9,3, bobs 

TGE) = {36,12,4,5,7,9,3 1y}, 
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试验 发 现 : 至 少 直到 5 X 108 的 自然 数 ,每 个 的 轨迹 序列 总 存 
在 小 于 3 的 元 素 , 且 未 发 现 一 个 反例 . 据 此 可 提出 以 下 的 4N 十 1 
猜想 : 

对 每 个 x € N. 用 (12. 2. 2) 式 的 函数 CCn) ETER, 必 存 
在 有 限 的 迭代 次 数 , 使 得 C'Cn) < 3. 

例 2 5N 十 1 猜想 

4D=4M, (12. 2. D) 式 的 函数 就 是 ， 

a n = 0(mod4), 


BTL, = 1 moda), 


Ca) = (12. 2. 3) 
Sn 2 ,= 2¢mod4), 


4 
out = 1, n= 3Cmod4d)， 
依据 此 函数 所 得 到 的 轨迹 序列 如 : 
TWD = {L 1, e), 
TMD) = (2, 2, Bd, 


{ 
T(3) = 13) 4) 1, bosh 
T5) = {5, 6, 7, 9, 11, 14, 17, 21, 26, 32, 8, 2, 2s}, 
T (10) = {10, 12, 3, 4,1, 1, hs 
T(13) = (13, 16, 4, 1, 1, +}, 


试验 发 现 : 至 少 直到 10° 的 自然 数 ， 每 个 的 轨迹 序列 总 存在 
小 于 4 的 元 素 , 号 未 发 现 一 个 反例 . 故 可 以 提出 5N 十 1 猜想 ， 

对 每 个 nE N, 用 (12. 2. 3) 式 的 函数 CCn) HTAR, vF 
在 有 限 的 选 代 次 数 k， 使 得 CCn) < 4. 

例 3 6N + rh 38 

4D= 58. (2. 2 1) 式 的 函数 就 是 ， 
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2, n= 0(mod5), 


5 
on = 1, n = 1(mod5), 
Ca) = net, n=2(mods), (12, 2. 4) 
B=, n = 3(mod5), 
StL, n = 4(mod5). 
依据 此 函数 所 得 到 的 轨迹 序列 如 : 


CQ) = (1,1, 1s hs 

C) = (2, 2, 2, ==), 

C(3) = (3, 35 85}, 

CU) = (4, 5, l, 1, 1}, - 

CC6) = {6, 7, 8, 9, H, 13, 15, 3, 3, =), 
C(10) = (10, 2, 2, ==), 

C12) = (12, 14, 17, 20, 4, 5, 1, Dosh 


可 以 提出 6N + 13838. 

对 每 个 x*E€ N. 用 (12. 2. 4) 式 的 函数 ERER, 必 存 
在 有 限 的 迭代 次 数 k, 使 得 C'O) < 5. 

验证 表明 , 此 猜想 对 至 少 直 到 105 的 自然 数 成 立 , 未 发 现 一 
个 反例 . 

还 可 以 继续 讨论 7N 十 1 ABN + 1 猜想 等 等 , 表 12. 3 列 
出 了 一 些 KN + 1 猜想 及 其 已 知 的 成 立 范 国 ， 
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表 12 3 KN + 1 
week | 。 已 验证 的 自然 数 mam 


3N+1 <= 10% 
AN +1 <5 x 10 
SN+1 < 16 
6N+1 < 16 
IN+1 < 108 
BN+1 =< 10° 
ON +1 < 108 
1ON +1 =< 10° 
HN +1 < 3 X 10 
12N +1 3x10 
13N +1 < 3 X 10 


12.3 ”推广 的 Cln) 函数 的 第 二 种 标准 形式 


推广 的 CCn) 函数 的 第 二 种 标准 形式 是 ， 


D n = 0(modD), 
— n == 1(modD), 
con DV = DD, p= amo, 
= 
DEEDEE, n= (D— 2)(modD), 
Pretty = (D— 1 (mod). 


(12. 3. 1) 
BPDEN, ADE 2. 
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其 对 应 的 推广 的 Collar: 问题 的 提 法 是 ， 

对 任何 nE N, 用 此 函数 Cln) 进行 选 代 , 问 是 否 存 在 有 限 的 
RR k. 使 得 CCn) < D? 

针对 此 推广 的 Collatz 问题, 必须 用 大 量 的 自然 数 作 试验 , 在 
未 发 现 一 个 反例 的 情况 下 就 可 以 提出 相对 应 的 推广 的 Collatz 猜 
Ë, ACD 十 DN 一 1 猜想 . 

3N 十 1 猜想 比较 特殊 , 它 所 涉及 的 Collate 函数 (12. 1. 1) BE 
可 以 看 作 (12. 2. RACH) 34 D 一 2 时 的 情形 也 可 以 看 作 (]2- 
3. 1) 的 CCn) 4D= 2 时 的 情形 . 

例 4 3N 一 1 猜想 不 成 立 

当 D 一 2 时 ，(12.、3. D RHEA 


Z, n= 0 (mod2)， 


cm = 42 G2. 3. 2) 
Es 1, a= 1 (moda). 
此 函数 也 可 以 看 作 当 品 二 2 时 (12. 2. 1) sË BJ ES Š C (n). +k 
据 此 画 数 所 得 到 的 轨迹 序列 如 : 


TO = (lls), 

T(2) = {2,1}, 

TO) = {3.4.2.1}, 

T(5) = {5,7,10,5,°}, 

T(9) = {9,13419,28514,7,10,5,7 5} > 

TAD = {11,16,8,4,2,1,.), 

TAD = (17,25,37,55582,41,61,91,136,68,34,17,+%}, 


发 现 两 个 图 (5, 7, 10, 5) W7, 25, 37, =, 17). 因此 , 3N 一 1 
猜想 是 不 成 立 的 . 
例 5 4N 一 1 猜想 
MD = 3B, C12. 3. DRB CO WAZ 2. 1) 式 的 Cln) 
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相同 O2. 2. 2) KA Con). 因此 AN 一 1 猜想 也 就 是 4V + 1 
猜想 ,两 猜想 可 统称 为 4N + 13848. 其 对 应 的 一 些 自然 数 ”的 地 
WIFI Tn) 如 表 12. 2 所 示 ， 

例 6 sN 一 1 猜想 不 成 立 

当 品 一 4 时 ，(12. 3. 1) 式 的 邱 数 为 


n" o 
T n = 0 (mod4), 


bu — 1 


+ n == 1 (mod4), 
CH) = (12. 3. 3) 


==, n= 2 (mod4), 
== 1, a= 3 (mod4). 
依据 此 函数 折 得 到 的 轨迹 序列 如 : 


TM =(1 15}, 

T(2) = (2,35 4,1, hs 

TO) = (5s 6, 8, 2, 3, 4, 1, ==], 

TC?) = (7, 9, 11, 14, 18, 23, 29, 36, 9, ==), 
了 (10) = (10, 13, 16, 4, 1, ==) 


发 现 一 


立 . 


9, 11, 14, 18, 23, 29, 36, 9). SN 一 1 猜想 不 成 
可 以 继续 讨论 6N 一 1 猜想 , 7N 一 1 猜想 等 等 . 研究 的 结果 发 


现 有 的 可 提出 KN 一 工 猜想 , 有 的 则 猜想 不 成 立 . 表 12. 4 列 出 了 
部 分 研究 结果 ， 
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R124 KN 一 工 猜想 


CREM ARK n 
neem 范围 或 狂想 不 成 立 各 š 
3M — 1 猜想 不 成 立 有 图 (5，7，10，5) 和 (17, 25, =, 17) 
4N—1 所 5X 10 与 4N + 1 猜想 同 
SN 一 1 猜想 不 成 立 有 图 (9，11，…，9) 
6N 一 1 猜想 不 成 立 有 图 (36，43，…，36) 
7N — 1 < 10% 
SN 一 1 MEF RU ARB, 9,…, 8) 
9 一 1 < 108 
10N — 1 <ir 
Mr 一 <w 
12N — 1 猜想 不 成 立 ABO, 13, =, 12) 
13N 一 1 猜想 不 成 立 A351, 381, > 351) 


表 12. 3 似乎 表明 对 所 有 的 让 然 数 尺 之 3 可 以 提出 KN 十 1 
猜想 , 而 表 12. 4 已 经 表明 只 是 对 某 些 玉 之 3 可 以 提出 KN 一 1 狂 
想 , 这 都 是 令 人 感到 奇妙 的 . 理论 上 两 张 表 都 可 以 无 限 地 继续 造 
下 去 , GRRLAW M, HAME K 的 不 断 增 大 ，C(2) 的 表达 式 
会 越 来 越 长 , 计算 量 也 会 越 来 越 大 , 结果 势必 导致 最 现代 的 计算 
机 也 无 法 在 较 大 的 数值 范围 内 验证 有 关 猜 想 是 否 成 立 的 地 步 , 而 
研究 者 也 就 会 因 无 可 奈何 而 罢休 ， PEW BWR” 


BR = 


如 果 本 书 在 上 一 段 话 结束 ,许多 读者 可 能 会 顿 感 诅 表 , 失去 
对 研究 3N 十 1 猜想 的 信心 , 并 情不自禁 地 向 我 发 问 :3N 十 1 猜想 
尚未 解决 ， 又 冒 出 这 不 计 其 数 的 新 猜想 ,这 不 是 叫 人 钼 无底洞” 
吗 ? 我 的 回答 是 , 诚然 , 3N 十 1 猜想 同 哥 德 巴赫 猜想 一 样 , 目前 呈 
现在 人 们 眼前 的 仍 是 迷雾 重重 , 看 不 出 很 快 就 会 被 破解 的 迹象 . 
但 随 着 人 们 不 断 深入 研究 的 积累 , 必然 会 产生 从 量变 到 质变 的 飞 
唉 而 最 终 人 尘埃 落 定 . 我 相信 这 一 时 刻 的 到 来 不 会 是 遥 直 无 期 的 . 如 
果 解 决 了 3N + 1 ASH, 则 表 12. 3 和 表 12. 4 中 所 列 的 诸多 
KN 土 1 猜想 有 迎刃而解 的 可 能 . 这 是 为 什么 呢 ? 第 一 ， 正 如 在 第 
12. 2 段 的 讨论 中 已 指出 的 ，3N 十 1 猜想 所 涉及 的 (12. 1. 1) 式 
的 函数 Cn) 跷 可 看 作 (12. 2. 1) 式 的 标准 范 数 的 特殊 情形 ,也 可 
以 看 作 (12. 3. 1) 式 的 标准 函数 的 特殊 情形 , 因此 3N 十 1 猜想 可 
WIE 12. 3 之 首 , 也 可 以 列 在 表 12. 4 之 首 , RAZ, MEP 
的 诸多 KN 士 1 猜想 必 存 在 着 现在 还 未 揭示 的 内 在 联系 , 而 3N 
十 1 狂想 是 所 有 这 些 猜 想 的 ^ 领 头羊” 第 二 ， 君 不 见 在 数学 证 明 
的 手段 中 ,， 有 一 个 众所周知 的 “数学 归纳 法 ” 鸭 ?一 个 与 自然 数 有 
关 的 命题 本 来 需要 无 穷 多 次 验证 才能 被 证 明 , 但 若 采 用 “数学 归 
纳 法 ”, 无 穷 多 次 地 验证 被 巧妙 地 转化 为 两 步 来 完成 , 足见 此 法 
的 威力 之 大 ! 于 是 我 设想 :诸多 KN + 1 猜想 将 来 能 否 用 “归纳 法 ” 
证 明 其 成 立 与 否 呢 ?如 果 将 来 茶 一 天 3N + 1 猜想 被 证 明成 立 ( 或 
不 成 立 )， 则 利用 此 结果 作为 用 “归纳 法 ”证 明 其 它 诸多 KN + 1 
猜想 成 立 与 否 的 第 一 步 便 是 理所当然 的 了 . 如 果 能 用 “归纳 法 ” 解 
决 表 12. 3 和 表 12. 4 的 所 有 猜想 (这 并 非 异想天开 ), MERKA 
所 说 的 “ 翡 京 ” 便 化 为 乌有 ! 我 坚信 :道路 是 曲折 的 , 前 途 是 光明 
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的 ! 

依 土 述 ， 在 诸多 KN + 1 猜想 中 还 是 3N + 1 猜想 最 简单 .最 
迷人 、 最 富 挑战 性 . BS KN + 1 猜想 并 不 可 怕 , 首 杰 的 是 必须 攻 
克 3N 十 1 狂想, 以 完成 用 “归纳 法 ”( 或 用 别 的 什么 方法 ) 证 明 其 
它 猜想 成 立 与 否 的 第 一 步 . 

诚然 要 攻克 3N 十 1 猜想 、 哥 德 媚 款 猜 想 之 类 的 难题 , 正如 权 
威 的 数学 家 们 所 说 的 在 目前 数学 还 没有 准备 好 . 按 我 的 理解 , 这 
里 所 说 的 数学 还 没有 准备 好 主要 是 指 目前 纯 数学 和 基础 数理 论 研 
究 的 发 展 还 没有 达到 足以 解决 此 类 问题 的 高 度 , 这 正 说 明 目 前 大 
力 发 展 钝 数学 和 基础 数学 理论 研究 的 必要 性 、 重 万 性 和 紧迫 性 . 否 
则 如 果 只 依靠 计算 机 去 验证 狂想 或 试图 找 出 反例 是 远 远 不 够 的 

青年 学 生 朋 友 们 :中 国 是 数学 的 故乡 . 热爱 数学 吧 , 投身 到 纯 
数学 和 基础 数学 的 理论 研究 之 中 去 吧 1 奢 里 同样 可 以 施展 才华 ， 
享受 无 穷 乐 趣 , 实现 人 生 价 值 . 在 这 方面 陈景润 同志 给 我 们 大 家 
做 出 了 光辉 的 榜样 ， 我 们 要 好 好 向 他 学 习 . 

最 后 我 用 下 面 四 句 话 结束 全 书 : 

“HARRE, RE.” KN + 1 猪 想 , 先 宁 3N 十 1 领 
头羊 ! 
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